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1 - Determinare l'insieme di convergenza della serie Z — (e — 4)*
=17
> 17
Posto y = e” — 4, la serie assegnata ¢ la serie di potenze Z —kyk . Per determinare il raggio di convergenza di tale
m
k=1
serie di potenze, si osservi che
(k+1)7 z* 1
=~ =
ak+tl kT koo T
o 17
e di conseguenza il raggio di convergenza della serie Z —kyk ¢ . Pertanto, la serie assegnata converge per |e” —4| < m,
=1
o0 o0
A - . 7 _1\kLT ’ N . ..
cioe per log(4—m) < & < log(4+7) e le serie k", (—1)"k" non convergono, perché non ¢ verificata la condizione
k=1 k=1

necessaria alla convergenza.
In conclusione, I'insieme di convergenza della serie assegnata ¢ l'intervallo (log(4 — 7),log(4 + 7)).

. cos(mz) cos(my)
2 - Data la funzione  f(z,y) =
Vi—a2  \1—y2

(0,0) & un punto di massimo relativo.

determinare l'insieme di definizione e verificare che il punto

L’insieme di definizione di f & il quadrato @ := (—1,1) x (—1,1). Si osservi che
folz,y) = —msen(rz)(1 — %)% + weos(rz)(1 - 2°)**  (2,9) €Q,

fy(z,y) = —msen(my)(1 — y*) /2 + ycos(ny)(1 —y*)"¥?  (2,9) €Q,

da cui segue che V(0,0) = (0,0), e quindi (0,0) & un punto critico di f.
Poiché per ogni (z,y) € @ si ha

foz(@,y) = — w2 cos(mx)(1 — 22) ™2 — e sen(nz)(1 — 22)~3/% + cos(ra) (1 — %) ~3/2
— masen(rz)(1 — x2)73/% 4 322 cos(mx) (1 — 22) 75/
= — 72 cos(mz)(1 — 22) 7Y% — 2z sen(mwa) (1 — 22)~%/2 + cos(ma) (1 — 22)~3/% 4 322 cos(mz) (1 — 22)~%/2

fmy(may) = fyz(xvy) = 07
fuy(z,y) = —m? cos(my) (1 — y?) /% — 2my sen(my) (1 — y?) =3/ + cos(my) (1 — y*) =%/ + 3y® cos(my) (1 — y?) /2,

segue che f,.(0,0) = £,,(0,0) =1 — 7% < 0. Pertanto & facile verificare che la matrice hessiana D?f(0,0) ¢ definita
negativa, e quindi (0,0) & un punto di massimo relativo per f.
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3 - Calcolare l'integrale // elz +v =9 gy dy dove D e la semicorona circolare di ascisse non negative avente come
D

centro lorigine e raggi 2 e 4.

Per la formula di cambiamento di variabili in coordinate polari si ha

// ol +y? -9 dxdy://pe\/ﬁ—m dpdo,
D T

dove T = {(p, p) €R? : —m/2<p<7/2,2<p<4 } . Pertanto, per la formula di riduzione su domini semplici si

ha ) /2 4 ) 3 ) 4 )
// pe” = dpdgp = dd)/ pelP = dp = 7T69/ pe’ dp+7'l'679/ pe’ dp.
T —r/2 2 2 3

Si osservi ora che

3 —4 -9
2 1 23 e *—e
e_ﬂ d = ——e_p = 5
/2 P P=75 T, 2
4 4 16 9
2 2 e —e
ep d pry —ep =
/3 p p , 5

e quindi
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4 - Data ’equazione differenziale dipendente dal parametro a € R
y' +ay =2z,

(i) determinare l'integrale generale al variare di o
(ii) determinare, se esistono, i valori di @ per i quali ogni soluzione y(x) verifichi la condizione

lim M

L’equazione assegnata e lineare del secondo ordine.
Se o = 0 l'integrale generale ¢ dato da

3
x
y(x):E—FClx—FCQ C1,C, R,
e quindi per ogni soluzione y(x) si ha
y(x)

lim —% = +4c0.
r——00 I

Se a > 0 l'integrale generale e dato da
2
y(z) = Cy cos(vax) + Cysen(vaz) + ot C1,C2 eR,

e quindi ogni soluzione y(z) verifica la condizione

oylx)
lim —~* =7
r——00 I

2 2
se e solo se — = m, cioe @ = —. Nel caso o < 0 l'integrale generale ¢ dato da
o ™

2
y(z) = Cre™ V™ 4 CheV™o" 4 ~x  C1.C2€R,

e quindi per ogni C # 0 si ha
lim @ = sign(C1)(+00) .

Tr——00

2
In conclusione, solo per « = — ogni soluzione y(z) verifica la condizione
7r

. Y
lim —= =7«
r——00 I

5 - Calcolare la serie di Fourier della funzione 27-periodica che in [—7, 7] coincide con

f(fc)=‘% #£0,  f(0)=1

e dire quanto vale la sua somma.

o0
—1)"
Utilizzando la prima parte dell’esercizio, determinare la somma della serie numerica Z (=1) .

= 2n+1
La funzione f e dispari. Pertanto i coefficienti di Fourier sono dati da
ar =0, kENU{O},
2 [T 2 T 21— (=1)k
by = 2 kt dt:——{ kt} _ 27V penN.
B= /0 sen(kt) - cos(kt) il ? €

Detta g la funzione 2w-periodica tale che g(x) = f(x) in [—m, 7], & chiaro che g & regolare a tratti.

teorema sulla convergenza puntuale delle serie di Fourier per ogni € R si ha

g(a") +g(x7)
5 .

4 1
=S o + 1)) =
2ot sen((2n + 1)x)

In particolare, poiché g & continua in 7/2 e g(7/2) = f(n/2) =1, si ha

4 fo: L sen(r/24nm) =1
— sen(m nm) =
™= on +1 ’

da cui, tenendo conto di sen(w/2 + nw) = (—1)", segue

S o
n:OQn—I—l 4

Pertanto, per il



