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1 - Dire se la funzione  f(x) = e™®" ¢ analitica e calcolare FA00 (), £ 0y e £192)(0).

In forza di

e dell’unicita dello sviluppo in serie di potenze, si ha

i = (1
c :Z(n!)

n=0

n

zin r€eR,

e quindi la funzione f(x) = e~ & analitica.

(100)!

Gy ¢ V) = F ) =0

Inoltre, grazie all’espressione della serie di Taylor di f, si ha f (100)(0) =—

2 - Data la funzione f(z,y) = max{0,zy} determinare, se esistono, il massimo assoluto e il minimo assoluto di f
in C={(z,y) € R*: 2? +¢y* =1}.

Per il teorema di Weierstrass la funzione continua f ammette massimo assoluto e minimo assoluto nell’insieme chiuso
e limitato C' = {(z,y) € R*: 2% +¢* = 1}.
Posto = cost, y = sent, t € [0,27], si deve determinare il massimo assoluto e il minimo assoluto della funzione

B sen(2t)
g(t) = max {0, 5

da cui segue mgxf(x,y) = f(1/V2,1/V2) = % e mcillf(x,y) = f(1,0) =0.

1
} nell'intervallo [0,27]. Pertanto & chiaro che [ronéax}g(t) =g(n/4) = 5 [{)ngn]g(t) =g(0) =0,

k) ™ )

3 - Calcolare l'integrale // ly —logz|dxdy dove D =[1,e] x [0,e].
D

Per la formula di riduzione su rettangoli si ha

e log x e e 62
[/ |log:c—y|da:dy:/ (/ (logz —y) dy+/ (y —logx) dy) dm:/ (long—l—E—eloga:) dz .
D 1 0 1 1

ogx

In forza di

/logx de =xlogr —x, /log2x dm:xlogzx—2/logm de = zlog? x — 2z log x + 2z,

e o2 02 e o3 _ o2
/ (10g2x+§felogx> dx:[zlogzfozlongrZa:Jrgxfe:clogx+ex] = - 2.
1 1

3_ 2
//\loga:fy|dxdy:e < 9
D 2

4 - Data '’equazione differenziale dipendente dal parametro a € R

In conclusione

y”—ay’—i—y:e‘%,

(i) determinare l'integrale generale al variare di «;
(ii) determinare, se esistono, i valori di @ per i quali ogni soluzione y(x) verifichi la condizione

lim e Ty(z) = 4o00.

r— 400
(i) L’equazione assegnata ¢ lineare completa del secondo ordine.
10
Sea<—-2o0a>2 a# 3 I'integrale generale e dato da

at+vVa?—4 a—Va2—4 e3z
=C 2 T4 C 2 z
y({L’) 1€ + Cae + 10 — 3a )

01702 eR.
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10
Se a = 3 I'integrale generale e dato da

z 3
y(z) = Cres + 0263w + gxe?w , C1,C eR.

Nel caso a = —2 l'integrale generale e dato da
631
y(x):e*w(cl_kcﬁ)_k?(}, C1,C2 €R,
mentre se a = 2 l'integrale generale ¢ dato da
631
y(£)=6z(01+02x)+77 Cy,C eR.

Infine, se —2 < a < 2 l'integrale generale & dato da

V2
2

V4 — a? e’
:c) +

— Cres® ( :
y(x) = Cre" cos 2 10 - 3a

a:) +Cge%””sen< C1,0; €eR.

(i) Sea< =2, sithaa+vVa?2—4<0,a— Va2 —4<0e 10— 3a > 0, e quindi si ha
il p
e

—
10 — 3a #—+o0

e~ Ty(x) :Cle( 2 7%)I+Cge( 2 i)m+

+o00, vC;,Cy e R.

Sea>2el0—3a>0,cioe2<a<10/3, si ha

x 11

=z 11 a—6+va2—4 a—6-1a2—4 1
e 4y(x):e4z[Cle 2 e

Coe™=Fa ]
+Cze ’ +1073oz x:w

+00, vC1,C5 € R,

in quanto @ — 6 + v/a? —4 < 0 per a < 10/3.
Per a > 10/3 si osservi che se C; <0 e Co € R si ha

x

e~ 1y(x) = e {Cle

inquanto a — 6+ va2—4>0ea—6—+va2—-4<0.
10

Seaz;siha

a—6+\2/c12—4x 4 02607672 a?-a, n 1 oo,
10 — 3al z—+o0

z 3
e"1y(x) = e1e [Cle_%x + Csy + g&?} — 400, vC1,Co € R.

T—+00

Se « = —2 si ha
11
z 5 a7’

e 1y(x) =e 17(Cy + Cox) + €

— 400, vC:,Cy € R.
16 z—+o0

Se ao =2 si ha )
e Hy(@) = eH [ (CL+Co) + 7] 40, VO, CGreR.

+o0, vC,,C e R.

_s 1, a6 (\/4—042 ) V4 —a? )+ 1
s — €T
2

a—6
Che 2 *® ( }
+hae ® Tsen{ T 10 — 3a) o100

In conclusione, la condizione hrf e Ty(x) = +oo & verificata per o < 10/3.
T—T00

5 - Calcolare la serie di Fourier della funzione 27-periodica che in [—m, 7] coincide con
f(z) = max{l — z,1}

e dire quanto vale la sua somma.
o0

1
Utilizzando la prima parte dell’esercizio, determinare la somma della serie numerica Z —_—.
— (2n +1)2
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I coefficienti di Fourier di f sono dati da

1[0 1"
aozf/ (1—t)dt+f/ dt=2+g,
™ Vs 0

—T

a _1/0 (1 —1t)cos(kt) dt—i—l/ﬂcos(kt) dt—l/Tr cos(kt) dt_l/o t cos(kt) dt—w L e N
k= T Jo o - = e ’

—T —T

0 1 T 1 T 1 0 (_1)k
by, = 7/ (1 —t)sen(kt) dt + 7/ sen(kt) dt = f/ sen(kt) dt — 7/ tsen(kt) dt = , keN.
T Jo 0 m k

T™J—x —T -

Detta g la funzione 27-periodica tale che g(z) = f(z) in [—m, 7], & chiaro che g & regolare a tratti. Pertanto, per il
teorema sulla convergenza puntuale delle serie di Fourier per ogni x € R si ha

2 1
;27271—%1) cos((2n + 1)z +Z

In particolare, poiché g € continua in 0 e g(0) = f(0) = 1, si ha

1+

vl>\=l

da cui segue



