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1 - Determinare raggio di convergenza, insieme di convergenza e somma della serie di potenze

e 57n
2 et
= nl
Dallo sviluppo in serie di Taylor della funzione e
t o 1"
e = Z E s te R,
n=0

segue che la serie assegnata ha raggio di convergenza +oo, insieme di convergenza R e la somma & data da

e 57N 57
E —(@+m)=e @™ _1, zeR.
n!

n=1

2 - Determinare una soluzione y(x) in serie di potenze dell’equazione differenziale
Y — 5y +4V5y =0

tale che y/(0) = 0.

Si cerca la soluzione come serie di potenze
k
y(x) = g apx” .
k=0

Le derivate di y(z) sono:
y'(x) = Z kaga®~1, y'(z) = Z k(k —1)apz®2,
k=1 k=2

e di conseguenza y(x) & soluzione dell’equazione differenziale assegnata se vale I'identita

i k(k — l)akmk72 — \/gi kapz® + 4\/giakxk =0.

k=2 k=0 k=0

Si osservi che si possono accorpare due serie, e quindi si ha

Z k(k —1)apa®2 — \/52(1{: —4)apz® =0.
k=2 k=0
Ponendo n = k — 2 nella prima serie, si ottiene

S [0+ 2)(n + Dansa — V5(n — AayJe" = 0,

n=0
da cui segue

-9
Ap42 = man Vn € N. (1)

Poiché a; = 3/(0) = 0, da (1) segue che tutti i coefficienti di indice dispari sono nulli. Inoltre, sempre da (1) segue
as = —2\/5@0, aqg = §a0 e ag = 0. Pertanto asx, = 0 per ogni k > 3.
In conclusione, si ha

5
y(x):a0<172\/59:2+§x4>, reR.

3 - Determinare, se esistono, il minimo assoluto e il massimo assoluto della funzione  f(z,y,2) = y* — x(z + 1)
nell’insieme C' = {(z,y,2) € R®: 22 +¢y* + 22 < 1}.

La funzione f ¢ continua in R, e di conseguenza per il teorema di Weierstrass f ammette minimo assoluto e massimo
assoluto nell’insieme compatto C.
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Si osservi che f € C*°(R?), e di conseguenza si puo applicare il teorema di Fermat: i punti di estremo interni a C'
sono necessariamente punti critici.
Per ogni (z,v, z) € R? il gradiente di f ¢ dato da

Vi(z,y,z) = (— (z+1),2y,—:r),

e si annulla nel punto (0,0, —1), che non & interno a C'.
Per determinare gli estremi di f sulla frontiera

oC = {(z,y,2) €R’: x2—|—y2—|—22:1}

di C, si puo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti di dC sono tutti regolari. La funzione

lagrangiana e data da
‘E(xvyazv)‘) :y2 7I(Z+1) 7)‘(:E2+y2 +Z2 — 1)7

e di conseguenza
L,=—(24+1)—2\x
L, =2(1- Ny
L,=—x—2)\z
Ly=—(2?+y*+22-1).

Per risolvere il sistema VL(x,y, z, \) = 0 occorre risolvere i seguenti sistemi:

A=1 y=0
z4+ 142X =0 z4+14+2X =0
T+2Xz=0 42 z=0
?+yP =1 oyt =1
221 2 21 221 2 21
Il primo si'ster.n'a'ha.solu.zioni (f 3733’ 1) e (f 3T 1), e di conseguenza P, = (f 33’ §) e P, = (f 33 §)
sono punti critici di f vincolati a 9C.
Per risolvere il secondo sistema, si osservi che per x =0 si ha z = —1 e il punto P; = (0,0, —1) verifica il sistema con
A=0.
Si supponga ora x # 0; ricavando A dalla seconda equazione e sostituendolo nella terza, si ottiene
y=0
z+1
A=—
2z

22— 2(z+1)=0
224y 4+22=1.

1
Sostituendo y = 0 e 2% = z(z 4+ 1) nella quarta equazione, si ottiene 222 +2—1=0, che ha soluzioni z = —1e z = 5
. 1 V3,
Per z = —1 si avrebbe x = 0, da escludere, mentre per z = 3 si ha z = :|:7; di conseguenza
NI NI
Py=(—,0,= Ps=(-—,0,=
4 ( 2 aoa 2) ) 5 ( 2 aOa 2)

sono punti critici di f vincolati a 9C.
In conclusione, per determinare il minimo assoluto e il massimo assoluto di f nell’insieme compatto C' si devono

confrontare i valori
3V3 3V3

AP)=F(R) =5, FR)=0, f(P)=-"3 jp5)="Y

e di conseguenza

(m,g’lzil)ﬂecf(x,yvz) = f(P4) = = (mgl’g)écf(x,yw) = f(P) = f(P) = 3"



