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1 - Scrivere il numero complesso (1 —i)? in forma esponenziale.

Si puo scrivere ‘
1—4)%=—-2i=2"3+%m ez,
(

o anche ) )
1 — i = 2ei(-F+2km) (1 —4)% = 2¢H (=5 +2km) keZ.

1 2

2 - Calcolare l'integrale / — dx
Szl 41

1 2 1 2
Grazie alla parita della funzione integranda si ha / _r dx =2 / = dx .
1zl +1 o z+1

Si osservi che

12 1,2 1 2

T zc—1+1 1 T 1 1
dr = — dz = —14——)d :[—— 1 1} =log2— —.
/o T /o o x /0 (z +x+1) T x + log(z + )0 0823

In conclusione

12
/ ——— dr=2log2—1.

Va—z _9_
3 - Calcolare il limite lim € teosyr—2- .
z—0+ log(1 + 7x)

Tenendo conto dello sviluppo della funzione al denominatore
log(1 + mx) = mx + o(x) xz—0,

& opportuno scrivere lo sviluppo della funzione al numeratore a meno di infinitesimi di ordine superiore a z per z — 0.

Infatti, in forza di
t2
et:1+t+§+o(t2) t—0,

t2
cost:1—§+o(t2) t—0,

si ha
e*/‘;_‘”:1—1—\/5—364—%—1—0(1‘):1—}—\/5—;4—0(35) r— 0",

x
cos\/izlf§+o(x) r— 0",
e di conseguenza

eﬁ_m—&—cos\f—Q—\/E:l—l—\/E—g—l—l—g—Z—\/E—i-o(x):—x—i—o(a:) r—0t.

In conclusione
eVPT L cos\/T —2— /T —x+o(x) 1
_ N

log(1 + mx) x4 o(x) z—ot T

4 - Determinare il minimo assoluto e il massimo assoluto della funzione f(z,y) = z? — zlog(y +1) nell’insieme
D =10,1] x [0,1].

La funzione f & continua in D, insieme chiuso e limitato di R?, e quindi per il teorema di Weierstrass f ha minimo
assoluto e massimo assoluto in D.
Il gradiente di f e dato da

Vf(z,y) = (22 —log(y + 1), - ) (z,y) € ]0,1[x]0,1[,

y+1

e di conseguenza si annulla solo in (0,0), ma (0,0) ¢ |0, 1[x]0, 1[.
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Si deve valutare la funzione sul bordo del quadrato:

f(x,0) = 2? z € [0,1],
e quindi, essendo la funzione crescente, gli unici punti da prendere in considerazione sono i vertici (0,0) e (1,0);

f(Ly)=1-log(y+1)  ye[0,1],
e quindi, essendo la funzione decrescente, I'unico punto da prendere in considerazione ¢ il vertice (1,1);
flz,1)=2* —2log2  x€[0,1],

e quindi, poiché f'(z,1) =2z —log2 = 0 per x = log2/2 € ]0, 1], occorre tener conto di (log2/2,1) e del vertice (0, 1).
Infine

fO,y)=0  ye[01].
In conclusione, confrontando i valori che f assume nei quattro vertici del quadrato e nel punto (log2/2,1),

log? 2
F0,00=0, f(1,0)=1, f(1,1)=1-log2, f(0,1)=0, f(log2/2,1)=—-——,
iha min fa.y) = fog2/21) = — %62 o) = F(1.0) =1
sl ha min z,y) = f(lo , 1) = — € max T,Y) = ,0)=1.
(z,y)€D Y & 4 (z,y)eD y

5 - Data la funzione ,

fla) =]e = 1
determinare il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio, eventuali punti di non derivabilita, gli intervalli
di monotonia, eventuali massimi e minimi e gli intervalli di convessita. Tracciare un grafico qualitativo della funzione.

La funzione f e definita, continua e positiva per ogni x € R. Si noti che

2
et 7" -1 scr<0oxz>1

fla) = 2
1—e 7% se0<z<1,
e quindi
2 2
lim f(z)= lim (" 7" —1) = 400, lirf f(z) = hr—s{l (e 77 —1) = +00.
La derivata prima di f ¢ data da
6I27I(2$71) sex<0ox>1
f'(z) =

6”2_‘”(1—233) se0<z<l.
La funzione f non & derivabile nei punti 0 e 1, in quanto
li "(z)y=—-1#1=li (), 1 "z)=1#—-1=1i "(x).
lim f(2) #1= lim fi(z), lm f(z)=1+# Jlim f(x)
Dallo studio del segno di f’ segue che f & strettamente decrescente in (—oo, 0] ed & strettamente crescente in |1, 4+00).

1
Nell’intervallo |0, 1[ si ha f’(x) = 0 solo per z = 3¢ la funzione risulta crescente in ]0,1/2[ e decrescente in ]1/2,1[; di

1
conseguenza z = — & punto di massimo locale e f(1/2) = 1 — e~ /* ¢ il massimo locale. Si noti che 0 = £(0) = f(1) &

il minimo assoluto di f.
La derivata seconda di f & data da

e (20 —1)? + 2) sexz<0oz>1

=9
-z 2
—e ((2z —1)*+2) se0<z<l1,

e quindi la funzione ¢ convessa in (—o0,0[ e in |1, 00), ed & concava in ]0, 1[.
Un grafico qualitativo della funzione f(z) ¢ il seguente.

\ 0.8 ; ’/
\ /
\ 0.4 ;

02 — I

T P H R S St P |
-05 05 10 15

Si puo giungere alle stesse conclusioni semplicemente studiando dapprima la funzione
glx) = s 1,

e successivamente prendendone il modulo.



