Esercizi e appunti per il corso di Fisica Matematica

Laurea Specialistica in Ingegneria Meccanica

E.N.M. Cirillo — A.A. 2004-2005

1. Trasformata di Fourier

Si introduce la trasformata integrale di Fourier per le funzioni sommabili sull’asse reale e se ne
discutono proprieta e metodi di calcolo.

1.2. Trasformata di Fourier

Sia f : I C R — R una funzione continua a tratti su I; si dice che f e assolutamente integrabile
o sommabile su I se e solo se esiste 'integrale

/I|f(:zc)|dx < +oo

L’insieme delle funzioni sommabili su I viene denotato con il simbolo £!(I); ovviamente ha
senso considerare I = R.

Sia f € L£L'(R) una funzione sommabile su R, si definisce trasformata di Fourier di f la
funzione F': R — R tale che

Flw) = % /_ T F@)e o da (1.2)

per ogni w € R. La definizione ¢ ben posta infatti si dimostra che U'integrale (1.2) esiste finito

‘ / :O e~ f (1) dx

Esempio 1.2. Impulso rettangolare. Siano dati due numeri reali a < b; si calcola la trasformata di Fourier
F :R — R della funzione f: R — R tale che f(z) =1sea <z <be f(z) =0 altrove. Per w =0 si ha

per ogni w:

+00 +o0
§/ ‘e_’wxf(x)‘dng | f(z)|dz < +o0

e} —00

I I b—a
F(O):E/ioo f(l')dl':ﬁ/a d.T:\/g

Sia, ora, w # 0 si ha

1 too . 1 b . 1 ) b efiwa o efiwb
Flw)=— e "t f(x)dr = — e "Wrdr = — e W =
() v 21 [oo /(@) V2T /a w21 o w21

La funzione F & continua in R; il risultato & ovvio ovunque tranne che in w = 0, ove segue dall’osservazione

seguente:
1 1—1 2) —[1 —iwb 2 b—
lim F(w) = lim iwatolw]) [ —iwbtolWl)] _b-a_pg,
w—0 w—0 /27 w V2

Si mostra anche che la funzione F' ¢ infinitesima all’infinito, infatti

1 |e—iwa _ e—iwbl 1 |€—iwa| + |e—iwb| 1 2 oo
= _—
V2m |w| V2T |w] V2 |wl

Ove si e usata la disuguaglianza triangolare. Si osserva che le proprieta di F' sono in realta del tutto generali;

[F(w)| = 0

<

si veda il Teorema 1.5 seguente.
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Esempio 1.3. Impulso rettangolare simmetrico. Sia dato il numero reale A > 0; si calcola la trasformata di
Fourier F': R — R della funzione f: R — R tale che f(z) =1se —A <z < Xe f(z) =0 altrove. Applicando i
risultati ottenuti nell’Esempio 1.2 al caso a = —A e b = A, si ha

1 WA — emiwA 2 sin(wA)

Flw) = Vor iw - Vor w

Si osserva che la funzione F' & reale e pari; cio € dovuto alla parita della funzione f; si veda il Teorema 1.6

seguente. Si osserva, infine, che la funzione f ha larghezza )\, mentre la sua trasformata ha larghezza 27 /\: la

larghezza della trasformata e dell’ordine dell’inverso della larghezza della trasformanda.

Esempio 1.4. Si calcola la trasformata di Fourier della funzione f : R — R tale che f(z) = exp{—z}sex >0
e f(z) =0sexz <0.

F( ) 1 /+OO —iwzf( )d 1 /+OO —iwr ,—x d 1 —(1+iw)x e 1
w)=— e T)dr = — e e r=————¢€ =
V2 ) V271 Jo V271 (1 +iw) 0 V27 (1 +iw)
ove si € usato che
lim |671(1+i‘”)| = lim e ®=0 = lim e *0t® —¢
T—+00 T——+00 Tr——400

Si osserva che la funzione F' e continua, limitata e infinitesima all’infinito; si veda il Teorema 1.5 seguente.

Si enuncia, ora, un teorema che esprime le proprieta fondamentali della funzione F'(w); in
particolare si enuncia il Lemma di Riemann-Lebesgue (1.3).

Teorema 1.5 (proprieta della trasformata di Fourier) Sia f : R — R una funzione sommabile,
la sua trasformata di Fourier F' : R — R e continua e limitata. Se, inoltre, f é continua a
tratti la funzione F ¢ infinitesima allinfinito, ovvero
lim |F(w)| =0 (1.3)
w—£o0
Dimostrazione del Teorema 1.5. Continuita: sia {w,, n € N} una successione di numeri reali
convergente a w € R; si ha

+00 1 +00 .
lim F(w,) = lim — et f(x)dr = —— lim e " f(z) dx
n—o0 n—00 \/27 J_oo V2T J oo M
1 e —lwx

Ove ¢ stato possibile scambiare il limite con I'integrale in virtu del Teorema di Lebesgue sulla
convergenza dominata che ¢ applicabile dal momento che la successione integranda puo essere
maggiorata da una funzione sommabile, infatti |e=*%| < |f(x)| e f & sommabile.

La limitatezza segue dalla sommabilita della funzione trasformanda f, infatti si ha che per
ogniw € R

POl = | [ e < o [l )< o= ) a < 2

ove si ¢ introdotto il numero reale positivo K := f_Jr;o |f(z)| dx.

Per studiare il comportamento all’infinito della trasformata di Fourier si spezza 'integrale
che definisce la trasformata nella sua parte reale e in quella immaginaria:

F(w) = \/%7 /:LOO e W f(x) dr = \/%_W /_+OO f(z) coswzx dx — Z\/12_7r /_+oo f(z)sinwx dr
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Quindi F(w) = [I(w) — i.J(w)]/v27 ove si & posto

—+00 —+00

I(w) := f(z)coswadr e J(w):= f(z)sinwzx dx

Si mostra, ora, che le funzioni I(w) e J(w) sono infinitesimi all’infinito; in realta si esegue il
calcolo solo per I, per J si procede in modo analogo. Si esegue la sostituzione y = = + 7/w:

—+00

1<w>=/_+mf(y—£>m[ (=2

[e.9]

f(y — g) cos wy dy

[e.9]

Sommando membro a membro I'uguaglianza precedente con quella che definisce 'integrale I(w)

si ha
2l(w) = /:O [f(y) —f(y— g)] coswydy = I(w) = %/E [f(y) - f(y - g)} coswy dy
ove £ :={y € R: f & continua in y}. Si ha, infine,
lim |I(w)| §/ lim )f (y— g)‘coswydy: 0
w00 7 w00

ove si e usata la continuita di f su F, aperto, e si ¢ scambiato il limite con I'integrale in forza
del Teorema sulla convergenza dominata la cui applicabilita si giustifica come segue:

™

(1) =1 (v=T)] coswn| < 1)1+ |1 (v -7

e si osserva che la funzione al secondo membro ¢ sommabile.
Teorema 1.5 [

Teorema 1.6 (proprieta di simmetria della trasformata di Fourier) Sia f : R — R una fun-
zione sommabile e F': R — R la sua trasformata di Fourier. Si ha:
1. F(—w) = F(w); 2. f pari=> F reale e pari 3. [ dispari—> F immaginaria e dispari

Dimostrazione del Teorema 1.6. Punto 1: sia w € R, si ha

Few)=—— [ f(a)da = T @)= —— [ e f(e) e = F@)
. ) .

ove si e usato che f & una funzione a valori reali.
Punto 2: per ipotesi si ha che f(—z) = f(z) per ogni z € R, allora effettuando la sostituzione

y = —ux si ha
— +oo ) —00 ) +oo )
VI T = [ e fayde == [ Cemipcgpay= [ i) dy = Ve
—c0 +o00 -0

Si ha quindi che F'(w) ¢ reale, infatti un numero complesso ¢ reale se e solo se coincide con il
suo complesso coniugato. Inoltre usando questo risultato e quello dimostrato al punto 1 si ha

che: F(—w) = F(w) = F(w).
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Punto 3: per ipotesi si ha che f(—z) = —f(z) per ogni z € R, allora effettuando la

sostituzione y = —x si ha
- +0o0 . —00 ) +o0o )
Vor Flw) = / ¢ f(2) d = — / e f(—y) dy = — / e f(y) dy = —V2rF(w)
—00 +o0 —o00

Si ha quindi che F'(w) ¢ immaginario, infatti un numero complesso ¢ immaginario se e solo se
e opposto al suo complesso coniugato. Inoltre usando questo risultato e quello dimostrato al
punto 1 si ha che: F(—w) = F(w) = —F(w).

Teorema 1.6 [J

Esempio 1.7. Si calcola la trasformata di Fourier della funzione f(x) = exp{—A|z|} con A > 0; dal momento
che f & pari in virth del Teorema 1.6 ci si aspetta che la sua trasformata sia reale e pari. Infatti,

F /+OO —iwzx 7/\|x| dx 1 0 —(iw—X\)z € de + / 2w+)\)md 1 2\
(w) e — T =—— 55—
" Ven " Ve V2 V2 A2+ w?

ove sono stati omessi gli ultimi passaggi perché molto simili a quelli svolti nell’ambito dell’Esempio 1.4.

Esempio 1.8. Impulso d’onda quadra. Sia A € R*, si calcola la trasformata di Fourier della funzione f(z) = —1
se =A<z <0, f(z)=1se0 <z < Xe f(z) =0 altrove. Dal momento che f & dispari, in virtu del Teorema 1.6,
ci si aspetta che la sua trasformata sia immaginaria e dispari. Infatti,

1 1

1 . 1 ) . ) 21
Fw :—/ eﬂ“’:”dx——/ ety = —— — (e7 WM f e —9) = — coswA — 1
w7 L Vi Jo Var i o )
Si osserva che la funzione F' & continua, limitata e infinitesima all’infinito, si veda il Teorema 1.5, infatti
Pl = | - = (eosor = 1) = =2 —feoswr = 1] £ —Z=(eoswr| +1) £ = =50
w)=1- coswA — 1)| = ——=—|cosw Cosw —
wV2m |w]v/ 27 vV

1] < <
jw Iv jwlv2m

ove si e usata la disuguaglianza triangolare e I'ovvio risultato che il modulo del coseno di un numero reale e

stimato dall’alto da uno.

Esempio 1.9. Impulso d’onda triangolare. Siano a,b € R e sia a > 0; si calcola la trasformata di Fourier della
funzione f(z) = bx/a se |x| < ae f(x) = 0 altrove. Dal momento che f ¢ dispari, in virti del Teorema 1.6, ci
si aspetta che la sua trasformata sia immaginaria e dispari. Infatti,

b 1 ,
F(w) e we xdx = — — ge ¥
\/ 27 [a 2w [ w

ove si e proceduto all’integrazione per parti e si sono omessi i passaggi algebrici piu elementari. Si osserva che

a 1 [e 2 1
+ = e W das} = ! (a coswa + — sin wa)
w 2 w

—a —a

la funzione F' & continua, limitata e infinitesima all’infinito, si veda il Teorema 1.5, infatti

2[b| 2] Isi |) 2] ( N 1 ) w=o0 )
— inwa a+— )=
alw|v2m alw|v2m |w| alw|v2m |w]

ove si & usata la disuguaglianza triangolare e 1’ovvio risultato che il modulo del seno e del coseno di un numero

1
|F(w)| = ‘acoswa +— sinwa‘ < <a| coswal + —
w

reale € stimato dall’alto da uno.

La trasformata di Fourier puo essere pensata come un operatore che associa a una funzione
f € LY(R) la funzione F(f) := F ove F & la funzione F : R — R definita dalla (1.2). E naturale
chiedersi cosa succede alla funzione F(f) se compio operazioni sulla funzione di partenza f,
per esempio se la sommo a una seconda funzione o la moltiplico per uno scalare.

Teorema 1.10 (proprieta operatoriali della trasformata di Fourier) Sia f € L}(R) e F :=
F(f) la trasformata di Fourier. Allora
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1. loperatore F ¢ lineare nel senso che per ogni a,b € R e g € LY(R) si ha F(af + bg) =
aF (f)+bF(g);

2. siaxg € Reg:xeR — g(x) = f(x —x9) € R, allora posto G := F(g) si ha che
G(w) = e F(w) per ogni w € R;

3. staa € Reg:axz e R — gx) = flax) € R, allora posto G := F(g) si ha che
G(w) = F(w/a)/|a| per ogni w € R;

4. se f & derivabile in R e f’ & continua a tratti e sommabile, allora per ogni w € R si ha
F(f)w) =iwF(f)(w) (1.4)
5. se la funzione g : x € R — g(x) :=xf(x) € R é sommabile, allora

F'(w) = F(—ig)(w) (1.5)

Dimostrazione del Teorema 1.10. La dimostrazione dei punti 1-3 ¢ molto semplice e viene
lasciata per esercizio al lettore. Punto 4: integrando per parti si ha

ove si e usato che le ipotesi di regolarita e di sommabilita su f implicano che il primo termine

F(f)(w) j: + /+;Z e f(x) dﬂf} = wF(f)(w)

e}

tra parentesi graffe si annulla all’infinito.
Punto 5: sia w € R e {w,, n € N} una successione di numeri reali convergente a w. Si vuole
calcolare il limite per n che tende all’infinito del seguente rapporto incrementale:

F n) — A +o00 7@(4)”:)3 _ —twz
fim Fen) = F@) L / flo) e
n—o0 Wy — W n—oo /9 Wp — W

Per passare al limite sotto il segno di integrale si vuole usare il Teorema di Lebesgue sulla

dz (1.6)

convergenza dominata; si deve quindi stimare dall’alto la funzione integranda:

—iWwnT —iwx e—i(wn—w)x -1 e—iwx

— —iwT — 1—34 L — . — 22_1
o e o wn—w{ ix(wn, — w) + o(w, —w)“x’] — 1}

— e {—iz 4 0[(wn — w)2?]}

(& — €

(1.7)
ove si e sviluppato in serie di potenze la funzione esponenziale complessa e si e arrestato lo
sviluppo al secondo ordine. Usando, ora, la disuguaglianza triangolare si ha che

—iwnT —iwx
nt—e

e

—— | = | (i + ol(wn =)o} | <l + fol(wn — w)a?]| < 20

ove nell’ultimo passaggio si e supposto n abbastanza grande. In forza dell’ipotesi di sommabilita
della funzione g : x € R — g(x) := xf(z) € R e del Teorema sulla convergenza dominata si ha
che si puo passare al limite sotto il segno di integrale e scrivere

) F(wn) _ F /+oo e*iwnm _ efiwm 1 /+OO i )
lim lim —dr = —— z)e " (—ix) dx
n—00 Wy — W N 2T n—o00 f ) Wy, — W /277' - f( ) ( )
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ove nell'ultimo passaggio si ¢ usata di nuovo l'uguaglianza (1.7).
Teorema 1.10 [J

Esempio 1.11. Si considera la funzione f(x) = exp{—A|z|} con A € R di cui si e calcolato la trasformata di
Fourier nell’Esempio 1.7. La derivata prima di f € continua a tratti e vale:

) = { —Ae M z>0

et x <0

Allora usando il Punto 4 del Teorema 1.10 e il risultato dell’Esempio 1.7 si ha che la trasformata di Fourier
della derivata f’ ¢ data da

FUP)W) = wF(N)w) = = gy

N V21 A2 4 w?

per ogni w € R.

Esempio 1.12. Si usano i Punti 4 e 5 del Teorema 1.10 per calcolare la trasformata di Fourier della gaussiana
f(z) = exp{—2?/a}, con a € R%, che verra calcolata in modo diretto nel Paragrafo 1.5 seguente. In primo
luogo si osserva che f'(z) = —(22/a) exp{—2?/a} = —(2z/a) f(z) e che usando i Punti 4 e 5 del Teorema 1.10
si ha

. , 2 2i ) 2i d

WwF(f)(w) =F(f)w) = —=F(zf)(w) = ——F(—izf)(w) = —— ——F(f)(w)

a a a dw

Allora detta F la trasformata di Fourier F(f) della funzione f si ha che F' deve soddisfare alla seguente equazione
differenziale ordinaria del primo ordine:

F=_%p
2

Tale equazione viene integrata facilmente per separazione delle variabili, infatti

dF 2
F' = —%‘JF & 5= —gwdw < log|F(w)] :—ZwQ—i—cost & F(w)=Ce /4

ove C' & una costante reale arbitraria. Per determinare C si deve fissare una condizione iniziale e cio puo essere
fatto calcolando la trasformata di Fourier di f in w = 0, infatti:

1 +oo ) 5 1 +oco ) 40 )

Allora imponendo la condizione iniziale appena determinata all’integrale generale F(w) = Cexp{—aw?/2} si

F(O)\/§:>OB_GOZ/4\/§:>C\/§

E quindi si trova la trasformata di Fourier
Fw) =[5 e

Esercizio 1.2.2. Si calcoli la trasformata di Fourier della funzione f(z) = 1 — 22 se |#| < 1 e f(z) = 0 se
|z > 1.

Soluzione 1.2.2: F(w) = /8/(mw*)(sinw/w — cosw).

Esercizio 1.2.3. Si calcoli la trasformata di Fourier della funzione f(z) = b(a® — 2?) se |z| < ae f(x) =0
altrimenti, cona > 0e b e R.

ottiene

Soluzione 1.2.3: F(w) = 4b(sinwa — wa coswa) /w3/27.

Esercizio 1.2.4. Si calcolino le trasformate di Fourier F', G e H delle funzioni f(x) = e="/a con a > 0,
g(z) = dze="" e h(z) = ¢4’ ~da—1,

Soluzione 1.2.4: F(w) = v/a/2e="" /4 G(w) = —2iwe“"/* ¢ H(w) = (1/2y/2)e " /16+iw/2,
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1.8. Trasformata di Fourier della gaussiana

La trasformata di Fourier della gaussiana e un problema molto interessante non solo per le sue
innumerevoli applicazioni concrete, ma anche per la tecnica che si usa per effettuare il calcolo.
Sia a € R, si considera la funzione f : R — R tale che f(z) = e=’/% per ogni x € R; si
dimostra che la trasformata di fourier

1 too
F(@:E / ¢t /e (1.8)

della funzione f e la gaussiana
F(w) = \/g ¢aw’ /4 (1.9)

per ogni w € R. Si osserva che la funzione F' & continua, limitata e infinitesima all’infinito, come
previsto dal Teorema 1.5, e che f e reale e pari, come previsto dal Teorema 1.6. Si osserva,
infine, che la funzione f ha larghezza a, mentre la sua trasformata ha larghezza dell’ordine di
1/a; anche in questo caso si nota la legge generale cui s’e fatto cenno nell’Esempio 1.3.

Per il calcolo dell’integrale (1.8) si cerca di ricondursi allintegrale della gaussiana sull’asse
reale; si osserva che

o= () s (- (5 G20

Allora la trasformata integrale (1.8) puo essere scritta nella forma seguente

—aw? /4 +o0
Flw) =< — TN g = s [ / o~ rHoVa/2? g

ove nell’ultimo passaggio e stata eseguita la sostituzione y = x/+/a. 1l risultato (1.9) segue

4

immediatamente dal fatto che per ogni b € R si ha

+oo
I:= / e~ (yHib)? dy = /7 (1.10)

e e}

—22

Al fine di calcolare l'integrale I si considera la funzione complessa ausiliaria g(z) = e™*" e se

ne calcola l'integrale lungo il circuito o ottenuto come unione dei quattro segmenti del piano

complesso:
e oi(t) = —t t € [-R,+R)
............. N 04 oa(t) = —R 4 it L0y
“1 | o3(t) =t +ib t € [-R,+R]
_R o R ou(t) = R+i(b—1t) t € 10,0]

ove R ¢ un numero reale positivo e si € supposto b > 0; nel caso b < 0 si procede in modo
analogo. In forza dell’olomorfia di g su tutto C e del Teorema integrale di Cauchy si ha che

b R b
/ (2)dz =0 = / dt+z/ —(=Reit)? dt+/ g~ (i) dt—z’/ e CRFHO=0) g —
—R 0
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Passando al limite per R che tende all’infinito si ha
[e'S) b b
1 :/ e dt —i lim [/ e~ (“R+it)? 1y _/ e~ (—R+i(b—1))? dt]
—00 R——+o00 0 0

La (1.10) segue dal fatto che il primo integrale & uguale a +/m, si veda I’Appendice B, e che gli
altri due integrali tendono a zero nel limite R — oco. Si studia in dettaglio il primo dei due
integrali tra parentesi quadre; per il secondo si procede in modo analogo:

b . b
/ 6—(—R+Zt) dt' S /
0 0

ove C'(b) & un reale positivo dipendente da b.

6—(R2 —t2—2iRt)

b
dt = / e gt =c) e =30
0

1.4 . Trasformata di Fourier di una funzione razionale

Si consideri una funzione razionale R(z) di variabile reale x € R; si supponga che il denomi-
natore di R(x) non ha zeri sull’asse reale e che la funzione si annulla abbastanza rapidamente

all’infinito, piu precisamente
1

ok
x
con k > 2. Si vuole calcolare la trasformata integrale

R(z) "=

Flw) = %/ " Rl@)e dy (1.11)

con w € R. Si osserva che l'integrale e convergente per ogni w e che il risultato puo essere usato
per calcolare integrali nella forma

—+00

/+0° R(z)coswzdr = V2rRe F(w) e / R(z)sinwz dz = —/27 Im F(w)

[e o] —00

Si mostra come si possa impostare il calcolo nel caso particolare della funzione lorentziana
R(z) = 1/(1 + 2?); ovvero si vuole calcolare la trasformata di Fourier

F(w e dy

- /+°° 1
V7 N

In primo luogo si considera la funzione ausiliaria g(z) = e=*# /(1 + 2?), con 2 € C, e si osserva

che gli zeri del denominatore z; = —i e 2o = +¢ non cadono sull’asse reale. Si suppone w < 0

e si considera il circuito di integrazione opr ottenuto come unione del segmento ar e della
semicirconferenza (g:

(- ' ag(t) =t t € [-R,+R]

“R Cra— Br(t) = Re® t €0,

Osservato che 22 + 1 = (2 —i)(z + i) e che per R grande il solo polo +i cade all’interno del
circuito di integrazione si ha che

—iwz 1 —iwz —iwz ] ]
/ %dz: —[/ S dz—/ ‘ ,dz] = e W) 10 = e (1.12)
op L1+ 2 20l Jo, 2 —1 op 2T
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/() € L'(R) F(w) = o= [ fla)e " do

27

oo 2l 1 )
e % perx >0, 0perz =0, —e* per x <0 —iy/2/mw/(a® + w?)
2o/ + (o — b)) eito—ale
V1/@m)a{1/[a® + (x — b)*] + 1/[a® + (= + b)]} cos (bw)e” 1|
i1 Cma{1/[e® + (@ + b)) — /[ + (= — )]} sin(bw)e"1
V1/@27)/[a+i(z — b)) v~ per v > 0, 0 per w < 0
lpera—b<z<a+b,0 altrove 2/ sin(bw)e ™ fw
1pera—b<|z] <a+b, 0 altrove 24/2/7msin(bw) cos(aw) /w
e per |z| < a, 0 altrove V2/msinfa(w — b)]/(w — b)
cos(bx) per |z| < a, 0 altrove V2/m{sinfa(w — b)]/(w — b) + sin[a(w + b)]/(w + b)}
sin(bz) per |z| < a, 0 altrove in/2/m{sin[a(w + b)]/(w + b) — sinfa(w — b)]/(w — b)}

Tabella 1.1. Tavola delle trasformate di Fourier.

ove si e usato la formula integrale di Cauchy per il primo integrale e il Teorema integrale di
Cauchy per il secondo. Si osserva, ora, che scrivendo esplicitamente 'integrale di g lungo il
segmento reale ag si ottiene proprio la trasformata di Fourier della lorentziana, piu precisamente
sostituendo nella (1.12) le espressioni esplicite delle curve si ha:

R —iwt —iwz —iwz
1
ﬂew:/ ¢ 2dt+/ ‘ 5dz = F(w) = zew——lim/ %dz

Per stimare I'integrale lungo la semicirconferenza si procede nel modo seguente; in primo luogo
si stima dal basso il denominatore:

1+2° = [(z =)z + )| = |z =il |2+ > [[z] = | = il||2] = li]| = (R - 1)?
ove si e usato la disuguaglianza triangolare e il fatto che lungo la semicirconferenza (g si ha
|z| = R. Si stima ora dall’alto il numeratore dell’integrando: per ¢ € [0, 7] si ha

. . it . . .
zwz} — iwRe iwR cost+wRsint — eszmt S 1

e e = e

ove nell’ultimo passaggio si e usato che ¢ € [0, 7] implica sint > 0 e quindi wRsint < 0. In
conclusione si ha che

. it
e iwRe

eiiwz g . R g 7TR R—oo
dz| < 1 R dt < ————— dt< ———— =250
’/sz? ’—/ i e < gy [ s

Si ha, quindi, che per w < 0 la trasformata di Fourier della lorentziana e data da F(w) =
/m/2e“. Procedendo in modo analogo nel caso w > 0 si conclude che

Flo) =[5

Esercizio 1.4.2. Sia z9p € R e a € R ; si calcolino le trasformate di Fourier F', G e H delle funzioni f(z) =
1/(a* +a?), g(z) = 1/((z — 20)* + a®) e h(z) =1/(2* + a?)*.

per ogni w € R.
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Soluzione 1.4.2: F(w) = \/7/2a2e= Il G(w) = \/7/2a2e~*le~ %0 ¢ H(w) = /7 /8a*(|w| + 1/a)e~ Il

Esercizio 1.4.3. Si calcolino le trasformate di Fourier in Tabella 1.1.

+oo 1 )
o
/ PRV e dx

— 00

Esercizio 1.4.4. Si calcoli I'integrale

con A€ R} eac R
Soluzione 1.4.4: e~ @A/,

Esercizio 1.4.5. Si calcolino gli integrali

+o0 +oo oo
———"dr ——"dzx ————¢ T
x? — 2ix — 2 ’ o (T2 + dix —5)3 oo T+ 822+ 16

Soluzione 1.4.5: —(27/e)sin1, 0, 3me=2/32.

Esercizio 1.4.6. Si calcolino gli integrali

—+o0 —+o0
T . 1
/0 7@2 T a2)e sin x dzx, /0 7@2 IEIP cos ax dx

con a > 0ebe C tale che Reb > 0.
Soluzione 1.4.6: me=?/(4a), w(ab + 1)e=/(4b3).

Esercizio 1.4.7. Si calcolino gli integrali

+00 1 too i oo .
/0 m coszx dz, /0 )20 cosx dzx, /O AT sin ez dr
conc>0ea,be C tali che Rea,Reb > 0.
Soluzione 14.7: 7(a? +3a-+ 3)e ™ /164°, (e /a—e™"/b)/[2(6% ~a?)], w[2sin(c/2) ~sin(e/2 —/3)]e V23

1.5. Funzione caratteristica di una distribuzione di probabilita

Sia f : R — R la densita di probabilita di una variabile X aleatoria assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue. La funzione di distribuzione deve essere tale che f(x) > 0 per
ogni z € R e inoltre deve valere la condizione di normalizzazione

+o0o
f(z)dx =1
Preso n € N*, se esiste l'integrale al secondo membro della (1.13), si definisce il momento
n—esimo

E[X"] = /joo o () da (1.13)

In particolare per n = 1 si ha 'attesa o valor medio E[X| della variabile aleatoria X. Si definisce
anche la varianza o?[X] := E[X?] — E[X]%.

Un utile strumento per il calcolo dei momenti e la funzione caratteristica  : R — R definita
come .

d(w) = / e f(z)dx

per ogni w € R. Si osserva che se si denota con F' la trasformata di Fourier di f allora ®(w) =
V27 F(—w). Nota la funzione caratteristica ¢ possibile calcolare i momenti della distribuzione
nel modo seguente

in

O(w) = /_ (i)' (@) de = 90(0) = / T f(a) de = E[X"] = ~aM(0)

[e.9] —00
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Esempio 1.13. Si considera la funzione di distribuzione gaussiana f(z) = 6_952/“/\/%'7 con a > 0, con la
costante moltiplicativa scelta appositamente per assicurare la giusta normalizzazione della funzione di dis-
tribuzione f. Ricordando i risultati del Paragrafo 1.3 e detta F la trasformata di Fourier di f si ha che

/o~ 1
O(w) = V2rF(~w) = V271 — \/ge_““’z/‘l — pmaw?/4

Calcolando le derivate si ha che

1 2
(W) = —wae” @/t e (W)= —Zae" W/ (1 an)
In virtu delle relazioni precedenti si ha che
1 1 1 a a
E[X] = -2'(0) = E[X?% = =®"(0)=—(— =a) = = 21x1= 2
X) = 28/(0) =0, E[X*=0"(0)=—(-50)=5 ¢ o*X]=3

Esercizio 1.5.2. Sia A > 0, si consideri la distribuzione esponenziale f(z) = 0sez < 0 e f(z) = Ae ** se x > 0.
Si verifichi che la distribuzione € normalizzata a uno, si calcoli la funzione di distribuzione ®(w) = A/(A —iw) e
si usi tale risultato per dimostrare che E[X] = 1/) e E[X?] = 2/)\?%.

1.6. Reticoli di diffrazione

Esercizio 1.6.2. Un’onda elettromagnetica piana di lunghezza A incide su una fenditura rettangolare di
larghezza b e altezza infinita giacente in un piano parallelo al fronte d’onda incidente. Si determini lo spettro
di diffrazione.

Soluzione 1.6.2: 1(9) = I(0)[sin(k sin¥b/2)/(ksin9b/2)]* con k = 2w /.

Esercizio 1.6.3. Un’onda elettromagnetica piana di lunghezza A incide su un reticolo di diffrazione piano
parallelo al fronte d’onda incidente costituito da due fenditure rettangolari di larghezza b, altezza infinita e
poste a distanza a > b. Si determini lo spettro di diffrazione.

Soluzione 1.6.3: I(9) = I(0)[sin(k sin¥b/2)/(ksin9b/2)]? cos? (ksinda/2) con k = 2m /.

Esercizio 1.6.4. Un’onda elettromagnetica piana di lunghezza X incide su un reticolo di diffrazione piano
parallelo al fronte d’onda incidente costituito da N fenditure rettangolari di larghezza b, altezza infinita e poste
a distanza a > b 'una dall’altra. Si determini lo spettro di diffrazione.

Soluzione 1.6.4: I(9) = I(0)[sin(k sin¥b/2)/(ksin9b/2)]?[sin(k sin I Na/2)/ sin(ksinda/2)]? e k = 27 /.

2. Serie e integrale di Fourier

Questo capitolo e dedicato agli esercizi sullo sviluppo in serie di Fourier, di una funzione definita
sull'intervallo [—, 7], e in integrale di Fourier, di una funzione continua a tratti e assolutamente
integrabile su tutto l'asse reale.

2.2. Serie di Fourier

Sia L >0e f:[-L, L] — R una funzione sommabile su [—L, L]; si dice coefficiente di Fourier
n—esimo della funzione f il numero complesso

L
Cp = \/% /: f(x)e~mma/L g (2.2)

Si dice serie di Fourier della funzione f la seguente serie bilatera:

+oo +o00 +o0
C ; C C ; C_ .
n inzm/L __ 0 n inxm/L n__—inzw/L
—c¢ = + e + —€ 2.3
2 V2L V2L anl V2L anl V2L (23)

n=—oo
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Teorema 2.2 (convergenza puntuale della serie di Fourier) Sia L > 0 e f : [-L,L] — R
una funzione continua a tratti su [—L, L] e derivabile negli intervalli di continuita. La serie di
Fourier associata alla funzione f é converge puntualmente in [—L, L] e per ogni xq € [—L, L]

si ha
[f(=L) + f(1)] /2 xg = 7
znxmr/L — 9.4
G { (i f@)+ I f@]2 mgde

Si osserva che se f € continua in z( allora la somma della serie ¢ proprio il valore f(z() che la
funzione assume nel punto .

Alcune osservazioni:
— in virtu del Teorema 2.2 sulla convergenza della serie di Fourier detta serie costituisce uno
sviluppo della funzione di partenza f; si scrivera, quindi,

—zmra:/L

Zr

n=—oo

e si intendera che la serie di Fourier ha somma f nel senso puntuale specificato nel teorema
precedente.

— I risultati di convergenza enunciati nel teorema precedente valgono, ovviamente, anche per
funzioni f : R — R periodiche di periodo 2L e sufficientemente regolari ai sensi delle ipotesi
del teorema.

— Nel seguito, per ragioni di semplicita e pigrizia, ci si limita a considerare il caso L = m;
ovviamente la generalizzazione dei risultati a intervalli generici ¢ semplice.

E possibile usare la formula di Eulero per dedurre la cosiddetta forma trigonometrica o reale
della serie di Fourier. Presa f : [—m, ] — R soddisfacente le ipotesi del Teorema 2.2 e detti ¢,
i suoi coefficienti di Fourier si ha

“+00

Co Cp,
= + Cosnm+zsmnm +
V2T Z V2T [ Z V2

[cos na + i sin nz|

Co 7}:1 cp+ ¢ (c, — C
= —+ uCosmc+ — sinn:p
VAP Do Z
Se si pone
ag :=co, ap:=(ch+tc_,) e byi=i(c,—c_p) (2.5)

per ogni n € N*, si ha

+oo
Qo (ln
= + g cosnx + E —— sinnx 2.6
V2T — 2 ( )

Tale espressione e detta forma trigonometrica o reale della serie di Fourier. Il significato
dell’aggettivo trigonometrico ¢ palese; per convincersi che la serie merita I'appellativo di reale
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si deve dimostrare che i coefficienti a,, e b,, sono numeri reali. Infatti

aozcoz\/%_ﬂ/:rf(x)d:cER
Up = Cp+C_p = \/%{/if(x)e_mw dx+/if(x)em$ d:p} = \/g/trf(x) cosnrdr € R

jz_ﬁ{ /_ :f(x)em dz — /_ :f(x)em dx} _ \/g /_ :f(:c) sinngdr € R

Esercizio 2.2.2. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—7, 7] la funzione f(z) = sinzx.

by, =i(c, —c_p) =

Soluzione 2.2.2: tutti i coefficienti di Fourier sono nulli tranne by = /7.

Esercizio 2.2.3. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—7, 7] la funzione f(z) = 2sinz cosz.

Soluzione 2.2.3: tutti i coefficienti di Fourier sono nulli tranne by = +/27.

Esercizio 2.2.4. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—7, 7] la funzione f(z) = signz e si dimostri
che >° ~o(=1)"/(2n+1) = 7/4.
Soluzione 2.2.4: a, = 0 per ogni n € N, perché la funzione & dispari, b, = 4,/2/7/n se n & dispari, zero

altrimenti.
Esercizio 2.2.5. Si sviluppi in serie di Fourier sull’'intervallo I = [, 7| la funzione
po={ st i
cona€Rea>0.
Esercizio 2.2.6. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—, 7] la funzione
0 —rm<x<0
f(x):{ asinx O<; §7_T
cona € Rea>0.
Esercizio 2.2.7. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [, 7] la funzione f(x) = |sinz|.
Esercizio 2.2.8. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—m, 7] la funzione f(x) = |z|. Si usi lo

sviluppo in serie di Fourier per dimostrare che

e 2

1 s
E:@nfUZZE'

n=1
Soluzione 2.2.8: b, =0 conn > 1, ag = 72 /27, a, = —4+/2/7/n? se n & dispari, zero altrimenti.

Esercizio 2.2.9. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [, 7| la funzione

-1 —nm<zxz<p

ﬂ@:{1 p<z<m

conp € (—m,m).
Soluzione 2.2.9: a9 = —2p/V27, a, = —(24/2/7/n)sinnp con n > 1 e b, = (24/2/7/n)(cosnp — (—1)") con
n>1.

Esercizio 2.2.10. Si sviluppi in serie di Fourier sull'intervallo I = [—m, 7] la funzione f(x) = x2. Si usi lo

sviluppo in serie di Fourier per dimostrare che

Sl o
= e - _
—~ n? 6 — n? 12

smat04.tex — ttobre - : pagina
fi 04 25 Ottobre 2004 15:56 gina 13



Fig. 2.1. A sinistra: sviluppi in serie di Fourier delle funzioni f(z) = x,signz arrestati all’ottavo ordine. A
destra: sviluppi in serie di Fourier delle funzioni f(x) = z2,|x| arrestati, rispettivamente, al quinto e terzo

ordine.

Soluzione 2.2.10: b, = 0 con n > 1, ag = 72v/27/3, a,, = (4v/2m/n?) cosnrw con n > 1.
Esercizio 2.2.11. Si sviluppi in serie di Fourier sull'intervallo I = [—m, 7] la funzione f(x) = z|x|.

Esercizio 2.2.12. Si sviluppi in serie di Fourier sull'intervallo I = [—m, 7] la funzione f(x) = sin(z/2).
Esercizio 2.2.13. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—7, 7| la funzione f(z) = z. Si usi lo
sviluppo in serie di Fourier per dimostrare che

1 1 1 s 1 1 1 1 1 T

14— 4= 14— - = 4 =
35 7t 7 ¢ Tyt srtato 972

Soluzione 2.2.13: b, = 0 per ogni n € N, perché la funzione & dispari, e inoltre a,, = 2v/27(—1)""1/n.
Esercizio 2.2.14. Si disegnino gli sviluppi in serie di Fourier delle qauttro funzioni f(z) = x, |x|, 2%, signx

arrestando lo sviluppo ai primi 5 termini.

Soluzione 2.2.14: si veda Fig. 2.1.

Esercizio 2.2.15. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—m, 71| la funzione

X

1
5 — 5 —r<x<0

fx) =
5+ % 0<z<m
Si usi lo sviluppo in serie per dimostrare che Y20 (—1)%/(2k + 1) = 7/4.
Soluzione 2.2.15: b,, = 0 per ogni n € N, perché la funzione ¢ dispari, a,, = —+/2/7/n se n & pari, a,, = 34/2/7/n

se n e dispari.

Esercizio 2.2.16. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—m, 71| la funzione
%x — % —r<x<0
fz) =

%:c + i 0<z<m
Si usi lo sviluppo in serie per dimostrare che 3,20 (=1)%/(2k + 1) = 7/4.
Soluzione 2.2.16: b, = 0 per ogni n € N, perché la funzione ¢ dispari, a, = —3/(nv27) se n & pari, a, =
5/(nv/2m) se n & dispari.
Esercizio 2.2.17. Si sviluppi in serie di Fourier sull’intervallo I = [—m, 71| la funzione

x
21 —x<z<0

f(a) =

-24+1 0<z<m
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Fig. 2.2. Con riferimento all’Esercizio 2.3.5. Sviluppo in serie di Fourier di soli seni della funzione cosz
sull’intervallo [0,7]. Dall’alto verso il basso e da sinistra verso destra vengono riportati i grafici della fun-

zione coseno e della somma parziale n—esima con n = 1,2,5,9, 15, 30.
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Si usi lo sviluppo in serie per dimostrare che ;20 (=1)%/(2k + 1) = 7/4.

Soluzione 2.2.17: b,,0 per ogni n € N, perché la funzione & dispari, a,, = 24/2/7/n se n & dispari.

2.3. Serie di Fourier di soli seni e di soli coseni

ax

Esercizio 2.3.2. Si sviluppi in serie di Fourier di soli seni e di soli coseni la funzione f(x) = e** con « € R e

x € [0,7]. Sistudi la convergenza puntuale in 0 e in 7.

Soluzione 2.3.2: af = (e°™ — 1)y/2/7/a, al, = 2/2/7[(~=1)"e*™ — 1]a/(a® + n?) per ogni n > 1, b, =
—2/2/x[(=1)"e®™ — 1]n/(a® + n?) per ogni n > 1.

Esercizio 2.3.3. Si sviluppi in serie di Fourier di soli seni e di soli coseni la funzione f(z) =« con z € [0, 7].
Soluzione 2.3.3: afy = mv/27/2, a!, = 2,/2/x[(=1)" — 1]/n?, b, = 2¢/21(—1)"*1/n.

Esercizio 2.3.4. Si sviluppi in serie di Fourier di soli seni e di soli coseni la funzione f(z) = 22 con z € [0, 7].

Soluzione 2.3.4: af = 72V/27/3, al, = 4V/2r(=1)"/n?, b, = 2./2/7{x?(=1)"1 + 2[(—=1)" — 1]/n?}/n.
Esercizio 2.3.5. Si sviluppi in serie di Fourier di soli seni e di soli coseni la funzione f(z) = cosz con = € [0, 7].
Soluzione 2.3.5: af, = 0, @} = 24/7/2, al, = 0 per ogni n > 2, b/, = 21/2/7n[l — (—=1)"T1]/(n? — 1), si vedano i
grafici riportati in Fig. 2.2.

2.4 . Integrale di Fourier e sue applicazion:

Si ricorda la definizione (1.2) di Trasformata di Fourier. Vale il seguente importante teorema
sull’integrale di Fourier:

Teorema 2.3 Sia f : R — R continua a tratti, assolutamente integrabile e tale che

f(zo) = % lim f(x)+ lim+ f(z)

T—Ty T—xg

nei punti di discontinuita. Allora

1 +M ) 1 400 ‘
z) = —— lim Flw)e?® = 1}../ Flw)e™™ . 2.7
f@)= o= Jim_ [ P = o [P 2.7

[e.9]

Esercizio 2.4.2. Si usino i risultati degli Esempi 1.3 e 1.7 per dimostrare che

0 sin i 0 coswr T _jal
dr = - e 5 dw = —e

3. Richiami sulle equazioni differenziali ordinarie

Un’equazione differenziale ordinaria di ordine n € N* nella funzione incognita x : t € R —
x(t) € R & un’equazione nella forma

M) = flt,x,x®, . 2D) (3.2)

ove f : R — R ¢ una funzione assegnata. Il problema consiste nel determinare una fun-
zione x = z(t) derivabile n volte e soddisfacente le (3.2). Una siffatta funzione e detta in-
tegrale o soluzione dell’equazione (3.2). Si dice integrale generale della (3.2) una funzione

z:(c1y..00t) € R — = z(cq,...,cp;t) € R tale che per ogni soluzione T = Z(t)
dell’equazione (3.2) esiste una n—upla reale (¢i,...,¢,) € R" tale che T(t) = z(¢y, ..., Cs; t) per
ogni t € R.
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Teorema 3.2 (di Cauchy) Si consideri l'equazione differenziale (3.2) con la funzione f lips-
chitziana rispetto a x, ...,z Y su tutto R™, ovvero esiste una costante reale e positiva M tale
che

[ftay, oY) = fltaa,. a8 ) < M[Jay — wo| + -+ 2070 =207V (3.3)

per ogni (t,x1,... ,a;§"‘”), (t, z, . .. ,xé”‘”) € R Allora comunque si prendano i reali
to, xo, . .. ,x(()n_l) € R esiste un’unica soluzione di (3.2) che soddisfa alle condizioni di Cauchy
2(to) =z, #W(te) =", ... 2D (tg) = 2 (3.4)

Si osserva la fondamentale importanza di tale teorema in meccanica, infatti esso assicura
I'unicita del moto una volta fissate la velocita e la posizione iniziale di un elemento.

Esempio 3.3. Si consideri ’equazione differenziale del primo ordine & = ¢; tale equzione & nella forma (3.2)
conn =1e f(t,z) = t. E immediato osservare che I'insieme di tutte le soluzioni di tale equazione ¢ I'insieme

di tutte le primitive della funzione f(t) = t. Pertanto il suo integrale generale & z(c;t) = t2/2 + c. Si puo ora
determinare 1'unica soluzione che soddisfa alla condizione di Cauchy z(1) = 3; si ha

1 1
z(1l) =3 = §+c:3 = c:g = :z:(t):§t2+g

3.2. FEquazioni lineari a coefficienti costanti.

Una famiglia di equazioni differenziali ordinarie molto interessante e quella costituita dalle
equazioni differenziali ordinarie lineari, ovvero dalle equazioni delle forma (3.2) in cui la funzione
f & un polinomio del primo ordine nelle variabili z, 2, ..., ™. Piu precisamente si chiamano
equazioni differenziali ordinarie lineari di ordine n equazioni nella forma

dy ()™ 4+ dy_ ()™ Y + -+ dy ()2 + do(t)z = f(2) (3.5)

oved; : R — Re f:R — R sono funzioni assegnate sufficientemente regolari; la funzione f
e detta termine noto. Un’equazione nella forma (3.5) & detta completa se la funzione f non e
identicamente nulla. Si chiama equazione omogenea associata alla (3.5) I'equazione

dp ()™ + dy 1 (02" 4+ dy ()2 4 do(t)r = 0 (3.6)
Sia Tom(cy, .. ., Cn; t) U'integrale generale dell’equazione differenziale omogenea (3.6) e sia Z(t)
una soluzione di (3.5), allora la funzione z(cy, ..., ¢p;t) := Tom(c1, - . ., cn;t) + T(t) € Uintegrale

generale dell’equazione completa (3.5). Tale risultato si dimostra facilmente: sia z(t) & una
generica soluzione di (3.5), si ha che x(t) — Z(t) ¢ soluzione di (3.6), infatti

do(t)(@ = B) + dus (D) (2 — )" 44 dy (1) (@ — D) + do(t) (@ — F) = B(a) — Bla) = 0

In virtu di tale risultato la determinazione dell’integrale generale della (3.5) si spezza in due
problemi: determinazione dell'integrale generale di (3.6) e determinazione di una soluzione di
(3.5).

Il caso del primo ordine: se n = 1 'equazione (3.5) e 'omogenea associata si riducono alla
forma seguente:

dx dx
i +at)r=p0(t) e - =

—a(t)z
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con «, f : R — R assegnate. L’integrale generale dell’omogenea associata puo essere determi-
nato per separazione della variabili; infatti si ha che

de‘ dﬂ? t ’ ’

== —a(t)r = — = —a(t)dt = log|z(t)] = — /Oé(t/) dt'+cost = x(t) = ce b
z 0

ove ¢ € una costante reale arbitraria. L’integrale particolare della completa, invece, puo essere

determinato con il metodo di variazione delle costanti arbitrarie. Si pone, infatti,

7(t) = y(yeh o
e si richiede che Z(t) sia soluzione dell’equazione completa. Si ha
f')/(t)e_ f(f a(t')dt! 7(t>e—fg a(t,)dt,(){(t) + Q(t)’y(t)e_fga(tl)dtl _ B(t) — ’}/(t) _ B(t)e—’—fg at') dt’

e quindi la funzione ~y(t) puo essere determinata con una sola integrazione.

Esempio 3.4. Si risolva I’equazione differenziale 2’ = tx + ¢3. Si integra dapprima ’omogenea associata

d d 1
d_atc —tr = Z —tdt = log |z(t)| = §t2+cost = att(t):cetz/2
T

Una volta ottenuto I'integrale generale dell’omogena si determina una soluzione particolare della completa; si
cerca una soluzione nella forma Z(t) = (t) exp{—t2/2}. Sostituendo nella completa si ottiene

y=te 2 = ~(t) = —2e7t/2 _ e=t"/2
Si puo, infine, scrivere l'integrale generale della completa:

x(t) = ce’/? 4+ 7(75)6"52/2 —cet’/2 422

Si considera, ora, il caso di equazioni differenziali ordinarie lineari a coefficienti costanti di
ordine anche superiore al primo. Non si fanno dimostrazioni ci si limita a fornire una ricetta.
Per determinare l'integrale generale della (3.6) si considera la cosiddetta equazione algebrica
caratteristica a coefficienti reali:

A"+ dy AL di A+ do=0 (3.7)

ove i coefficienti d;, con i = 0, 1, dots, n, sono numeri reali assegnati. L’equazione caratteristica
ha n radici, alcune reale e altre a coppie complesse coniugate. A ciascuna di tali radici viene
associato un integrale della (3.6); pit precisamente a una radice reale A di molteplicita r vengono
associati gli r integrali

mentre a una coppia di soluzioni complesse coniugate Ay = a %+ b di molteplicita r vengono
associati i 2r integrali:
e cosbt, te®cosbht, ...... .t e cosht, esinbt, tesinbt, ...... , e sin bt

Denotati con 1 (t),...,z,(t) gli n intergali indipendenti cosi ottenuti si scrive l'integrale gen-
erale dell’lomogenea (3.6)
Tom(t) = c121(t) + - -+ + ¢, (1)
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ove ci,...,¢, € R sono n costanti reali arbitrarie.

Per la determinazione dell’integrale particolare della completa, invece, si procede con il
metodo di variazione delle costanti arbitrarie. Si scrive la soluzione particolare nella forma
Z(t) =)z (t) + - - -+ Yn(t)z,(t) e sostituendo in (3.5) si ottiene che le funzioni arbitrarie ~;
devono soddisfare al seguente sistema

B2 V() 4+ A (1) = ()

Un metodo piu rapido per la determinazione dell’integrale particolare consiste nel provare
una soluzione “ad hoc” per la particolare forma della funzione f(t). Per esempio se f(t) ¢ un
polinomio si cerchera Z(t) nella forma di polinomio di grado opportuno. Un caso interessante € il
termine noto f(¢) funzione trigonometrica: se f(t) = sin(wt+ ) e w non ¢ la parte immaginaria
di una soluzione dell’equazione caratteristica, allora la soluzione particolare andra cercata come
Z(t) = Asin(wt + 9); se, invece, w e la parte immaginaria di una soluzione dell’equazione
caratteristica, allora la soluzione particolare andra cercata come T(t) = Atsin(wt + ).

Esempio 3.5. Si determini l'intergale generale di "' — 6z” + 112’ — 62 = 0. L’equazione caratteristica &
A2 —6A2 + 11\ — 6 = 0 che ha una radice A = 1. Effettuando la scomposizione del polinomio 'equazione
caratteristica si riscrive (A — 1)(A? — 5X + 6) = 0. Si ottengono, pertanto, le tre radici A\; = 1, Ao =2 e A3 = 3.
L’integrale generale cercato ¢ z(t) = ¢y exp{t} + c2 exp{2t} + c3 exp{3t}.

Esempio 3.6. Si determini I'intergale generale di 2" — x = 0. L’equazione caratteristica ¢ \> —1 = 0
che ha una radice A = 1. Effettuando la scomposizione del polinomio ’equazione caratteristica si riscrive
(A —=1)(A2 + X+ 1) = 0. Si ottengono, pertanto, le tre radici A = 1, Ay = (=1 +iv3)/2 e A3 = (—1 — V/3)/2.
L’integrale generale cercato e

L]

t/2 in Y2y
sin —

3
x(t) = cre’ + cae” % cos %t + c3e

Esempio 3.7. Si determini Iintergale generale di 2" — 32’ +2x = t. L’equazione caratteristica @ A2 —3\+2 =0
che ha radici \y = 1 e Ay = 2. L’integrale generale dell’'omogenea & z(t) = ciret + coe?t. Per determinare
I'integrale particolare della completa si cerca una soluzione polinomiale nella forma Z(t) = at + b. Sostituendo
nell’equazione completa si ottiene —3a + 2at + 2b =t e per il principio di identita dei polinomi si ha a =1/2 e

b = 3a/2 = 3/4. In conclusione 'integrale generale della completa ¢

1, 3
z(t) = cret + cpe?t + §t + 1

Esercizio 3.2.2. Si determini I'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: #—tz = t3, ti—x—t3 = 0.
Soluzione: x(t) = cexp{t?/2} —t? — 2, 2(t) = t3/2 + cx.

Esercizio 3.2.3. Si determini l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: & + x cost = sintcost,
i —xtant = t2.

Soluzione: z(t) = cexp{—sint} +sint — 1, z(t) = (t*sint + 2t cost — 2sint + ¢)/ cost.

Esercizio 3.2.4. Si determini l'integrale generale della seguente equazione differenziale: & + tx — ¢t = 0.

Soluzione: z(t) = cexp{—t?/2} + 1.
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Esercizio 3.2.5. Si determini l'integrale generale della seguente equazione differenziale: =" — 102" 4+ 9z = 0.
Soluzione: x(t) = c1 exp{t} + ca exp{—t} + ¢35 exp{3t} + c4 exp{—3t}.
Esercizio 3.2.6. Esercizio interessante per la presenza di soluzioni doppie dell’equazione caratteristica. Si

determini l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: 4z"’ — 42" — 72’ — 2z = 0, """ — 62" +
132" — 122" + 42 = 0.

Soluzione: z(t) = c¢1exp{—t/2} + catexp{—t/2} + czexp{2t}, z(t) = c1exp{t} + catexp{t} + czexp{2t} +
cqt exp{2t}.

Esercizio 3.2.7. Si determini I'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: 92" — 182" + 2’ — 22z = 0,
" — 32" + 42’ — 22 = 0.

Soluzione: x(t) = c1 exp{2t} + ca cos(t/3) + cgsin(t/3), x(t) = c1 exp{t} + ca exp{t} cost + c3 exp{t} sint.
Esercizio 3.2.8. Si determini I'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: x"" — 32" + 32’ — z =
exp{2t}, 62" — 5z’ +x =12+ 1.

Soluzione: x(t) = c1 exp{t}+cat exp{t} +cst? exp{t} +exp{2t}, x(t) = c1 exp{t/3} +coexp{t/2} +t>+10t+39.
Esercizio 3.2.9. Si determini 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: ="’ — 8z = 2sin(2t) —
cos(2t), " + x = sint.

Soluzione: x(t) = c; exp{2t} +coexp{—t} cos(v/3t) +cz exp{ —t} sin(v/3t) — (1/16) sin(2t) +(3/16) cos(2t), z(t) =
c1cost + casint — (1/2)¢ cost.

Esercizio 3.2.10. Si determini I'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali: "/ — x = exp{t} sint,
2" + x' = 8exp{4t}[sin(2t) + 68 cos(2t)].

Soluzione: x(t) = cie! +coet — (1/5)el(sint+2cost), z(t) = ¢1 +c2 cost +cg sint + 10e*[3 sin(2t) + 56 cos(2t)].

3.8. Sistemi di equaziont differenzialy linear:.

Sia z € R" e A una matrice reale n x n. Si considera il sistema di equazioni differenziali lineari
del primo ordine
&= Ar taleche z(0)= 2" (3.8)

con z° € R™. La soluzione del sistema (3.8) ¢ nella forma
x(t) = exp{ At}a° (3.9)

Se B(t) ¢ un vettore continuo di R?, allora I'unica soluzione del sistema di equazioni differenziali
lineari non omogenee del primo ordine & = Ax + B, con condizione iniziale z(0) = z° € R?, &
nella forma .
z(t) = e lxo +/ ds eASB(s)} (3.10)
0
Il problema & ridotto a determinare I’esponenziale exp{A} della matrice A. Ingredienti e no-
tazione:
— slano e :={e;, i =1,....n} e f:={fi, i = 1,...,n} due basi dello spazio vettoriale R". Sia
P la matrice del cambiamento di base, ovvero f; = Z?:l Pje;. Allora la matrice () per il
cambiamento di coordinate ¢ Q = (PT)~!.

— Sia A, la matrice associata ad un certo operatore lineare T': R®™ — R" nella base e. Allora
Ap = QA.Q " ¢ la matrice associata a T nella base f.

— Sia A :={\,;, i,j = 1,...,n} una matrice in forma diagonale. Allora

exp{A} = {exp{\;}d;;, i,j =1,...,n}
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— Sia A una matrice 2 x 2, siano a,b € R, allora:

A= ( a ‘ab ) s exp{A} = ¢ ( cosb ‘Smb) (3.11)

b sinb  cosa
— Per la matrice identita si usera la notazione 1 := {0, ;, i,7 = 1,...,n}.
— La base canonica dello spazio vettoriale R™ verra denotata con {e;, i = 1,...,n}. Ovvero,
e :=(1,0,...,0), e5 :== (0,1,0,...,0), ..., €, :== (0,0, ..., 1).

Esercizio 3.3.2. Risolvere il sistema & = Az, € R?, con dato iniziale 2° = (—1,v/2) e

1 -2
A =
(e 7)
Soluzione 3.3.2 (primo metodo): in primo luogo risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo

I’equazione secolare

1-X =2

det(A)\]I)O:>det< 4 1

>0:>(1)\)2+8>\22/\+90

da cui si ottengono i due autovalori complessi coniugati
M=1+2iV2  d=1-2iV2

La matrice e semisemplice, quindi & diagonizzabile nella base degli autovettori. Determino gli autovettori y; e

Y2.
{ (I =2A)y11 —2y12

1
= =(1-A 2=—iVv2 =
4y1,1 + (1 — )\1)y172 = 0 y1’2 ( 1)y111/ Z\/_yLl e Y1 < 71\/5 )

Analogamente si ottiene: yo = (1, +iv/2). Considero la base degli autovettori 3 := {y1,%2}, denoto con P la
matrice per il cambiamento di base y; = Z?Zl Pije;. Siha

(1 )

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~1:

PT = ( _;\/5 +z‘1\/§ ) det(PT) = 2iv?2

pertanto

Q:mi/i(i:/f Ml/i)T:mlﬁ(zg _11)

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si puo verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

- (M 0 [ 1+2iV2 0
Ay =Q4Q _(0 )\2)_( 0 1—2¢\/§)

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

et =ma (e 1) (e) e St ) -2 (55

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:
Ayt e(1+2iv2)t 0
et = .
0 6(1721\/§)t
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— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:
1 [ el+2v2 0 147 1 [ (=14 10)et+2ivae
y(t) = exp{A, )" = - o ) =L e T
2 0 e(1-2iv2)t —1—1 2\ (=1 —d)et—2v2)t

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

—1+4+7i iV2)t _ N (1-2iv3
a(t) = Q 'y(t) = 1 < (=1 + 0)e+2VDE _ (] 4 4)e(1-2iVD)t )

DO |

fi\/ﬁ(,l + i)e(1+2i\/§)t _ z\/§(1 + i)e(kziﬂ)t

B —et(cos 2v/2t + sin 2v/2t)
= ( —\/Zet (sin 2v/2t — cos 2+/2t) )

Possibili verifiche: verificare che x(0) = (—1,+/2). Verificare che il vettore 2(t) soddisfa il sistema di partenza.

Soluzione 3.3.2 (secondo metodo): considero la base f := {f1, fo} con

N Y2 1 Y1ty 1
enn () memn ()

Denoto con P la matrice per il cambiamento di base f; = Z?Zl Pije;; si ha

(2 )

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~1:

pT = ( 7?/5 (1) > det(PT) = V2

Q_L(O ﬁ)T_i(Ol)
V2l -1 0 V2iv2 o
Utilizzando la relazione Ay = QAQ™? si puo verificare che A¢ ¢ nella forma

_ 1 —2V2
Af:QAle(Q\/E 1 )

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base {f1, f2}:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

reor= () (2) - () ()

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{ At} usando la (3.11):

SASE _ ot ( cos(2v/2t)  —sin(2v/2t) >
B sin(2v/2t)  cos(2v/2t)

pertanto

— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:

ey ()

_ _ it [ —cos(2v/2t) + sin(2V/2t)
y(t) = exp{Asthy” = ( - ( — sin(2v/2t) — cos(2/2t) )

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

1 i 0 1 — cos(2v/2t) + sin(2v/2t) ¢ — cos(2v/2t) — sin(2v/2t)
() =@ ylt) = e ( —V2 0 ) ( — sin(2v/2t) — cos(2v/2t) ) ( V2[—sin(2v/2t) 4 cos(2v/2t)] )
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Esercizio 3.3.3. Risolvere il sistema & = Az, x € R?, con dato iniziale 20 = (-1, \/5) e

(i 7)

Soluzione: in primo luogo risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo ’equazione secolare

2

1—A
det(A—)\]I)—Ozdet( 4 1-2x

):O=>(1—)\)2—8:)\2—2)\—7:0

da cui si ottengono i due autovalori reali e distinti
M=1+2V2 X =1-2V2
La matrice e diagonizzabile nella base degli autovettori. Determino gli autovettori y; e ys.

{ (I—=X)y11+ 2912
dy1 1+ (1 — M)y12

1
— —(1—2A 2 =2 —
o — y2=—( Dy1,1/2 = V2511 = ( V2 )

Analogamente si ottiene: y; = (1, —+/2). Considero la base degli autovettori y := {y1,y2}, denoto con P la
matrice per il cambiamento di base y; = Z?Zl Pije;. Siha

r=(1 %)

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~!:

PT = ( \}5 _1/5 ) det(PT) = —2v2

pertanto
2 (20 7) —ma( )

=550 1 1) TaaE\vE 4

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si puo verificare che A4, ¢ in forma diagonale. Ovvero
Yy Y g

- (M 0 [ 1+2V2 0
Ay = Q4Q _(0 )\2)_( 0 1—2ﬁ)

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

wee=mm (s A) ()2t )-(5)

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:

Ayt e(1+2\/§)t 0
e = 0 o(1-2V2)t

— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:

e(1+2v2)t 0 0 0
y(t) = exp{A,t}y° = ( 0 J(1-2v3)t ( 1 > =\ _.a-2v2y

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

x(t) = QMy(t) = ( 7 ) ( e ) 6“””( Y >

Possibili verifiche: verificare che x(0) = (—1,+/2). Verificare che il vettore 2(t) soddisfa il sistema di partenza.
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Esercizio 3.3.4. Risolvere il sistema & = Az, € R3, con dato iniziale 2° = (1,0,0) e

0
0

1
A= 1
1 -1

o N O

Soluzione: in primo luogo risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo ’equazione secolare

1-X 0 0
det(A — All) = 0 = det 1 2-Xx 0 =0= —(1-N)2-N1+)) =0
1 0 —1-2

da cui si ottengono i tre autovalori reali e distinti
A =2 =1 Az =—1

La matrice e diagonizzabile nella base degli autovettori. Determino gli autovettori y1, y2 e ys:

0
{ —Y1,1 =0 { na = 0 s=| 1
y11—3y3 = 0 naz = 0 0

Analogamente si ottiene: ys = (2,—2,1) e y3 = (0,0,1). Considero la base degli autovettori y := {y1,y2,¥s3},
denoto con P la matrice per il cambiamento di base y; = Z?Zl Pije;. Siha

0 1 0
P=12 -2 1
0 0 1

0 2 0
Pl=(1 -2 0 det(PT) = -2
0 1 1
pertanto
2 -1 1\ 2 2 0
1 1

Q:—5 -2 0 0 =5 1 00
0 0 -2 -1 0 2

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si puod verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

M 00 2.0 0
Ay =QAQ ' = 0 X 0 |=[01 0
0 0 X 00 -1

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

2 20 1
0 o 1 1
Yy =Qr = 5 1 00 0 | = 3 1
-1 0 2 0 -1
— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:
e 0 0
eAvt = 0 e 0
0 0 et
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— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:

1 et 0 0 9 . 902t
y(t) = exp{Ayt}y’ = sl 0 e o Ll=5
0 0 et -1 et

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.
2¢t

1
x(t) = Q ly(t) = 5 —2et + 2¢2

el —e?

Possibili verifiche: verificare che z(0) = (1,0,0). Verificare che il vettore z(t) soddisfa il sistema di partenza.

Esercizio 3.3.5. Risolvere il sistema & = Az, x € R3, con dato iniziale 2° = (1,0,0) e
1 00
A= 0 2 3
1 3 2
Soluzione: in primo luogo risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo ’equazione secolare

I-Xx 0 0
det(A — \I) = 0 = det 0 2-X 3 =0=(1-X)(\—4X=5)=0

da cui si ottengono i tre autovalori reali e distinti
A1 =5 A =1 A3 =—1

La matrice e diagonizzabile nella base degli autovettori. Determino gli autovettori yi, y2 e ys:

—4y1,1 0 0
yii = 0 -
—3y12+3y3 = 0 = { e = g W 1
1,2 - 1
y11+3y12—3y13 = 0 : 3 1

Analogamente si ottiene: y2 = (8,—3,1) e y3 = (0,—1,1). Considero la base degli autovettori y := {y1, y2, 3},
denoto con P la matrice per il cambiamento di base y; = 2?21 Pije;. Siha

0 1 1
P=]18 -3 1
0 -1 1

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate Q@ = (PT)~!:

0 8 0
Pl=(1 -3 -1 det(PT) = —16

1 1 1

pertanto
2 2 4\ 1 4 4
1 1

Q=—1—6 -8 0 8 =—| 1 0 0
-8 0 -8 —2 —4 4

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si puo verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

M 00 50 0
Ay =QAQ ' = 0 X 0 |=l01 0
0 0 X 00 -1

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:
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— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

1 4 4 1 ) 1
Y= Qa¥ = = 1 0 0 0 =3 1
-2 —4 4 0 -2

et 0 0
eAyt — 0 6t 0
0 0 et
— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:
et 0 0 1 . o5t
y(t) =exp{Ayt}y’ == 0 € 0 1] =3 ot
0 0 et —2 _9e~t

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

1 8et
z(t) = Q 'y(t) = 3 eSt — 3et +2e7t
et 4+ et — 2e7?

Possibili verifiche: verificare che 2(0) = (1,0,0). Verificare che il vettore z(t) soddisfa il sistema di partenza.

Esercizio 3.3.6. Risolvere il sistema & = Az, x € R3, con dato iniziale 2° = (1,0,0) e
1 0 0

A= 0 2 -3

1 3 2

Soluzione 3.3.6 (primo metodo): in primo luogo risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo
I’equazione secolare

det(A — A\I) = 0 = det 0 2-x -3 =0=(1-NA\—4\+13)=0

da cui si ottengono i tre autovalori
A =1 Ao =2+3i A3 =2-—23i

La matrice e semisemplice. Determino gli autovettori y1, y2 e ys:

0 =0 B 3 —10
Y12 — 3Y1.3 = () = { Y1,2 ; L ylf =y = 3
Y11 +3y12+y13 = 0 Y11 vz T Ls 1

Analogamente si ottiene: yo = (0,4,1) e y3 = (0,1,7). Considero la base degli autovettori y := {y1,¥y2,ys},
denoto con P la matrice per il cambiamento di base y; = 2321 Pije;. Siha

-10 3 1
P = 0 ]
0 1 =

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~!:

-10 0 0
PT = 3 0 1 det(PT) =20
11 4
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pertanto

—9 1-3i 3—i\ —2 0 0
1 . 1 . .
Q=5 0 -w0i 10 =5 | 1= —10i 10
0 10 —10i 37 10 —10i

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si pud verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

M 00 1 0 0
Ay =QAQ = 0 X 0 |=[0 2+3 0
0 0 X3 0 0 2-3i

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

-2 0 0 1 —2
0 o_ 1 . . 1 .
Y = Qx =30 1-3¢ —10¢ 10 0 =3 1—31¢
3—1 10 —10:¢ 0 3—1

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:

et 0 0
Avt — [ o 2430t 0

0 0 6(273i)t
— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:

_9¢t

1 .
y(t) = eXp{Ayt}yO =% (1 — 3i)e2+30t
0 (3 _ ‘)6(273i)t

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

1 20¢!
.T(t) — Qfly(t) — % —Get + (’L + 3)6(2+3i)t + (3 _ i)e(273i)t
—2e! + (1 — 3i)e2+3)t 4+ (1 4 3i)e2-30¢
Scrivo meglio le soluzioni:
z1(t) = €t
za(t) = 55{—6€e"+ e [(3+i)(cos3t 4 isin3t) + (3 —i)(cos 3t — isin3t)] }

= & {-3e"+e* (3cos3t —sin3t)}
x3(t) = 55{—2¢"+ e [(1 —3i)(cos3t + isin3t) + (3i + 1)(cos 3t — isin 3t)] }

= & {—e"+e* (cos3t+ 3sin3t)}

Possibili verifiche: 2(0) = (1,0, 0); il vettore x(¢) soddisfa il sistema di partenza.
Soluzione 3.3.6 (secondo metodo): noti gli autovalori so che la matrice & semisemplice, quindi nella base degli
autovettori la soluzione ¢ nella forma

ef 0 0 Yo1 yor€e’
y(t) =etvlyo=[ 0 2+ 0 yor | = Yo+t
0 0 o(2-30)t Yo Yoze2—30

Noti gli autovettori possi scrivere le matrici P e Q! = PT, pertanto posso scrivere la soluzione nella base
canonica

—-10 0 0 Yo et —10ypset
z(t) = Q_ly(t) - 311 y026(2+31:)t = | 3yoie’ + iy026(2+‘3i)t + y036(273li)t
LI yoze 220 yoret + yo2e 23t 4 iygze(27301
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Per determinare i coefficienti yo1, Yoz, yos € sufficiente richiedere che z(0) = 29, Allora

—10yo1 =1 Yo1 —1/10
3yo1 + 1yo2 + Yo3 0 =9 vo2 (1-3i)/20
Yo + Yoz +iyos = 0 yo3s = (3—1)/20

Soluzione 3.3.6 (terzo metodo): considero per gli autovettori della matrice A la rappresentazione

—10 0 0
Y1 = 3 Y2 = 1 Y3 = 1
1 —i +i
Risolvo, quindi, il sistema nella base f := {f1, fo, f3}, ove
Y2~y 0 Y2 + ¥ 0
fi=un f2:2272.3* 0 fsz%: 1
-1 0
Denoto con P la matrice per il cambiamento di base f; = 2?21 Pije;. Siha
-10 3 1
P= 0 0 -1
0 1 0
Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~!:
—-10 0 0
Pt = 3 0 1 det(PT) = —10
1 10
pertanto
T
1 1 1 =3 1 1 0 0
0 10 0 -3 =10 O
Utilizzando la relazione Ay = QAQ ™" si puo verificare che
10 0
Ap=QAQ'=| 0 2 -3
0 3 2
Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base f = {f1, fa, f3}:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:
. . 1 1 0 0 1 1 1
Y = Qx = T 1 0 10 0 | = T 1
-3 =10 O 0 -3

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{At}:

t 0 0
Bt 0 Bt ;
eArt :exp( 0 Ot ) = ( 60 ot ) = e?tcos3t —e?'sin 3t
e

e?sin3t e cos3t

o o

2
ove si & posto B= (1), C' = ( 3 9 ) e si € usata la proprieta

k k
A0 (A0 Ay 0\ _[eM o0
< 0 A2) ( 0 Aé) VkGN:>eXp< 0 A, )"
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— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:

et

2 (cos 3t + 3sin 3t)
2t (sin 3t — 3 cos 3t)

= A 0 _—
y(t) = exp{Ayt}y 10

Tornando alla base canonica si ottiene la soluzione gia determinata.

Esercizio 3.3.7. Risolvere il sistema @ = Az, € R?, con dato iniziale 2° = (a1, a2, a3) e
2 1 1
A= 0 2 0
01 2
Soluzione: Risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo I’equazione secolare
2—A 1 1

det(A — \I) = 0 = det 0 2-X 0 =0=(2-)*=0 ,

da cui si ottengono i tre autovalori reali e coincidenti A\; 23 = 2. La matrice A non e diagonalizzabile, ma si
puo scrivere A = 211+ N ove

0 1 1
N=A-20=| 0 0 0
0 1 0
€ una matrice nilpotente di ordine 3. Infatti
0 1 0 0 0 0
NM=[000 e N*=[1000
0 0 0 0 0 0

Quindi si puo scrivere 'esponenziale della matrice A nel modo seguente:

~ . 1 t+t2/2 t
eAt = 2N _ 2tq] o N *th]Ika— F— e x [T+ Nt + §N2t2 = % 0 1 0
k=0 0 t 1

Infine scrivo la soluzione del sistema:

al + ag(t + t2/2) + agt
z(t) = eMa® = e as
agt + as

Verificare che il vettore x(t) soddisfa il sistema di partenza.

Esercizio 3.3.8. Risolvere il sistema & = Az, x € R?, con dato iniziale 2° = (—1,2) e

(53

Soluzione 3.3.8 (primo metodo): in primo luogo risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo
I’equazione secolare

3—A —2

det(A)\]I)O:>det< 5 1—

)\>0:>(3)\)(1+)\)+4(>\1)20

da cui si ottengono i due autovalori reali e conicidenti A; 2 = 1. Cerco la base y := {y1,y2} in cui la matrice A

a=(0 )=
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In altri termini cerco la matrice 2 x 2 ) tale che A, = QAQ~!. Allora,

A,=0a" = a,0=ea— (| ¢ Jerme=oa™ L (1} T)o-qu-m
:>(0 0)<ab)<ab)(22):> Qéiz)f 2:{b a
1 2 -2 B = 2
0 c d c d Yetd) = —b a (c+d)
da cui si ottiene la possibile scelta ¢ = 0, d =1, a = 2 e b = —2. Finalmente posso scrivere la soluzione del

sistema nella base y individauta dalla matrice per il cambiamento delle coordinate () sopra determinata:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

o3 7)()-(3)

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:

(& =

+o0 k
Ayt _ gteent BNI=0 e Nt _ oqp Nt _ ot 3 (/\g) _ 4 N = < 1 (1) )
k=0 '

1 0
— Scrivo la soluzione nella nuova base:

10 —6 -3
_ 0_ t _ ot
y(t) = exp{Ayt}y° =e (t 1>< 5 )26 <3t+1)
Conclusione: per scrivere la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.
1 1 2 -3 —1 -6t
t)=Q lyt) == 2¢! =e'
#(t) = @ w(t) 2(0 2) e(—3t+1) e( 2 — 6t )
Soluzione 3.3.8 (secondo metodo): osservo che si puo scrivere
3 -2 10 2 =2
a=(5 )= v) (5 3)=uew

2 -2
2 =2

0 0
ove si & posto N 1= ( > e si & osservato che N'- N = 0.

ove si & posto N := ( ) Si osserva che N - N =0 e [I[, V] = 0, allora

e

+oo k
= t 1+2 -2
At _ 4N [r.A]=0 elteNt — et[eNt = ¢t E: (J\I;) e I+ Nt] = ¢ < 2t : 1-— ;t )

k=0

Quindi si ha che la soluzione ¢ data da
142t =2t -1 —1 -6t
_ AL, 0 _ ¢ _ it
2(t) =T _e( 2t 1—2t>< 2 )_e( 2 — 6t )

Esercizio 3.3.9. Risolvere I'’equazione differenziale lineare del secondo ordine che descrive il moto armonico
semplice:
F4+w?z=0 (3.12)

conw € R ew > 0. Sisupponga z(0) =a > 0e 2(0) =0.
Soluzione 3.3.9 (primo metodo): I'equazione (3.12) puo essere scritta come un sistema di equazioni differenziali
lineari del primo ordine per mezzo delle nuove variabili x1 := z e zo := Z. Infatti

i‘lié’ i‘lixg
. .. 2 - . 2
Tg =2 = —W™Z2 T9g = —W" T
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Pertanto ci si & ricondotti ad un sistema nella forma & = Az con x € R, A la matrice reale 2 x 2

0 1
=)

e dato iniziale 2° = (a,0). Risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo I’equazione secolare

-2 1
det(A — A\1I) = 0 = det < I

) =0=X\N+4+uw?=0 ,
da cui si ottengono i due autovalori complessi coniugati

Al = +zw )\2 = —w

La matrice e semisemplice, quindi & diagonizzabile nella base degli autovettori. Determino gli autovettori y; e
Y2.

—iw + = 0 . 1
{ ) Y11 ‘9172 _— Y1,2 = WY1,1 == Yy = < . >
—w'y11 —wyr2 = 0 iw
Analogamente si ottiene: y2 = (1, —iw). Considero la base degli autovettori y := {y1,y2}, denoto con P la

matrice per il cambiamento di base y; = 2521 Pije;. Siha

p_ < 1 —i—z:w )
1 —w
Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (P7)~!:

PT< b1 > det(PT) = —2iw

W —iw

o L ( —iw —iw T i -1
T 2w \ -1 1 T 2w \ —iw 1

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si puod verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

- 0 (M 0N [(hdw 0
Ay_QAQ1_<0 Ag)_<o iw)

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:

pertanto

— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

0._no0_ b [ —iw —1 a\_ t ([ —iwa) _a/f1l
Y '_Qx_m(—w 1 )(0)_2w(—iwa)_2(1)

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:

— Scrivo la soluzione nella nuova base:

wt 0 1 a eiwt
—expfA, th0 =2 ( ¢ : _ ¢ .
y(t) eXp{ yt}y 2 ( 0 e—uut 1 2 e—zwt

Conclusione: per scrivere la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

_ a eiwt 4 g iwt a cos wt
z(t) = Q 19@):5(- iwt s —iwt):( )

we we —aw sin wt

Possibili verifiche: verificare che x(0) = (a,0). Verificare che il vettore x(t) soddisfa il sistema di partenza.
Commento: la soluzione dell’equazione del moto armonico semplice con dato iniziale z(0) = a & z(t) = a coswt,
ovvero la particella compie delle oscillazioni di ampiezza a e di perdiodo T' = 27/w attorno all’origine.
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Soluzione 3.3.9 (secondo metodo): considero la base f := {f1, fa} con

_wni—y2 (0 oty (1
hi="5 (w) f=" (o)
Denoto con P la matrice per il cambiamento di base f; = Z?Zl P;jej; si ha
0 w
P =
(V%)
Determino la matrice per il cambiamento di coordinate Q@ = (P7)~!:

P = ( g (1) ) det(P") = —w

T
1 0 —w 1 0 1
Q5<1 0> E<w0>

Utilizzando la relazione Ay = QAQ™? si puo verificare che A¢ ¢ nella forma

pertanto

- 0 —w
Ar=qag=( 0 )

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base f = {f1, f2}:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

ve=ar=5(20)(5)-(1)

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{ At} usando la (3.11):

GASt _ coswt —sinwt
sinwt  coswt

— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:
coswt —sinwt 0 —asinwt
t) = exp{Ast}y° = =
y(t) p{Astty ( sinwt  coswt ) ( a ) ( a coswt )
Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

0 1 —asinwt acoswt
t)=Q tyt) = =
() = @7 w(t) ( w 0 > ( a coswt ) < —aw sinwt )

Esercizio 3.3.10. Risolvere ’equazione differenziale lineare del secondo ordine che descrive il moto armonico

smorzato:
F4+qi+w’z=0 (3.13)

con w,y € Rev,w>0. Sisupponga z(0) =a > 0e 2(0) =0.
Soluzione: I'equazione (3.13) puo essere scritta come un sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine

per mezzo delle nuove variabili z1 := z e z9 := 2. Infatti

50'51 =z 50'51 = T2
Tog =2 =—7%— w2z 9 = —wlxy — Yo

Pertanto ci si & ricondotti ad un sistema nella forma © = Az con x € R, A la matrice reale 2 x 2

0 1
A<w2 7>
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e dato iniziale 2° = (a,0). Risolvo il problema agli autovalori per la matrice A scrivendo 'equazione secolare

— 1
det(A — A\Il) = 0 = det ( )\2

):0=>)\2+7)\+w2:0 ,
—w® =y —=A

da cui si ottengono i due autovalori

N = VY2 - dw? Ny =7 — V72— dw?
2

- 2

Le caratteristiche degli autovalori dipendono dal discriminante A := 72 — 4w?. Bisogna distinguere tre casi:
A=0,A<0eA>0.

Caso 1: A =0, ovvero v = 2w. In questo caso gli autovalori sono reali e coincidenti A\ = Ao = —7/2 = —w. La
matrice A non ¢ diagonalizzabile, ma si puo scrivere A = —w1l + N ove
1
N =A+wll= ( “ 5 )
—w —w

& una matrice nilpotente di ordine 2. Infatti
1\ (00
AN2=( ¥ -
—-w? —w 0 0
Quindi si puo scrivere 'esponenziale della matrice A nel modo seguente:
—wi 1 —wt

At — o WtIHNT _ —wt ] o Nt _ 0t [+ Nt = ot < 14wt t >

Infine scrivo la soluzione del sistema:

_ 1+ wt t a _ 1+ wt
_ At 0 _ wt _ wt
2(t) =eTa’ =e ( —wt 1—wt)<0)_ae ( —w?t )

{ 71(t) = ae™“H(1 + wt)

1o(t) = —aw?te= !

Piu esplicitamente:

ovvero la particella dalla posizione z(0) = @ si muove asintoticamente verso origine z(t) — oo per t — o©
(smorzamento critico). Possibili verifiche: verificare che x(0) = (a,0). Verificare che il vettore x(t) soddisfa il
sistema di partenza.

Caso 2: A < 0, ovvero v < 2w. Pongo § := /4w? — +2, quindi

:—7+i6 )\2:—7—2'6

M 2 2

Facilmente si ottengo gli autovettori:

1 1
e ( (—y +i0)/2 ) " ( (~y —i0)/2 )
Considero la base f := {f1, fo} con

1Yz 0 ity 1
R e P Gy

Denoto con P la matrice per il cambiamento di base f; = Z?Zl Pije;; si ha

(1 0k

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~1:

(g ) =
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pertanto
o__2( 2 0 Y1y 2
s\ —1 0 6\ 0

Utilizzando la relazione Ay = QAQ™? si puo verificare che A¢ ¢ nella forma
_ —v/2 —0/2
A = 0OA 1 _ ’Y/
s=qaert= (T 0

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base f = {f1, f2}:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

reen5(30) ()= 0)

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{ At} usando la (3.11):
YT —— cos(0t/2) —sin(dt/2)
sin(6t/2)  cos(dt/2)

— Scrivo esplicitamente la soluzione nella nuova base:

cos(dt/2) — sin(5t/2) ) a ( y > g < ~ cos(8t/2) — §sin(5t/2) >

y(t) = exp{Ast}y® = e/ ( sin(6t/2)  cos(5t/2) )\ 0§ 5 7sin(0t/2) + & cos(5t/2)

Conclusione: per scrivere esplicitamente la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

RPN A 0 1 v cos(dt/2) — 6 sin(dt/2)
o(t) = Q7My(t) = 5o ( 5/2 —y)2 > (  sin(8t/2) + 6 cos(5t/2) >

_a, ( ~sin(8t/2) + & cos(3t/2) )
g —(62/2) sin(5t/2) — (v2/2) sin(6t/2)

Scrivo, infine, la soluzione dell’equazione (3.13):

Ly

/A2 1 52
z2(t) =x1(t) = %efvtﬂ (*y sin gt + d cos gt) %67%/2 <cosg0sin gt + sin p cos gt)

_ avy 72+626*7t/2sin ét+§0 :_2wa e*'yt/QSin 40ﬂ772t+g0
) 2 VAw? — A2 2

ove si & posto cosp = v/4/0%2 + 2 e singp = 6/4/5%2 +~2. La particella compie delle oscillazioni di ampiezza
esponenzialmente decrescente attorno all’origine: oscillazioni smorzate.

Caso 3: A < 0, ovvero v > 2w. In questo caso gli autovalori sono reali e distinti, quindi la matrice & diagonal-
izzabile. Gli autovalori diventano

_ o +VA _ o +VA

A1 5 A2 5
Determino gli autovettori y; e ys.
A 1
{ 2* 1Y1,1 + Y1,2 — 12 = My = Y1 =
—wiya = (Y + Ay = 0 VA
2

Analogamente si ottiene: yo = (1, (—y — v/A)/2). Considero la base degli autovettori y := {y1,y2}, denoto con
P la matrice per il cambiamento di base y; = Z?Zl Pije;. Siha
1 —y+VA
2

P =
1 —svA
2
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Determino la matrice per il cambiamento di coordinate Q = (PT)~!

1 1
PT = det(PT):ﬂ*\/Z777+\/Z:—\/Z
—y+VA  —y=VA 2 2
2 2
pertanto
VA VA \ " VA
1 ) 2 1 2

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™! si puo verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

_ —1_ (M 0
R

_72\/3 0

VA
0 1~

Finalmente posso scrivere la soluzione del sistema nella base degli autovettori:
— scrivo il dato iniziale nella nuova base:

oinoiii 2 <a)i 2
v 0)" VAl .

— Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:

eXp{LQ\/Zt} 0
vt =
0 exp{ 7772‘/51?}
— Scrivo la soluzione nella nuova base:
exp{ —7745\/515} 0 77;‘/5

a
y(t) = exp{A,t}y°’ = ——=
VA X N
0 exp{—5= At} 1—va

=B =258 )

A
A =y

Conclusione: per scrivere la soluzione del sistema di partenza devo ricondurmi alla base canonica.

A R e o

5(t) = Qylt) = ——

VA —+VA —y—VA y=vA
p) 2 2

exp{ _7_2‘/Zt}

—(y + VA) exp{ 24} + (y — VA) exp{ 251}

2VA
VA vz—(Q\/Z)2 exp{ f’ﬂg\/ﬁt} _ vz—(Q\/Z)2 exp{ JﬁQ\/Zt}

Sinota che (vVA)? = Ase A > 0, mentre (v/A)? = —| Al se A < 0. Possibili verifiche: verificare che (0) = (a, 0).
Verificare che il vettore x(t) soddisfa il sistema di partenza. Commento: la soluzione dell’equazione del moto
armonico smorzato, nel caso A = 2 — 4w? > 0, con dato iniziale z(0) = a &

(1) = 3 | V) exf By VB e YRy
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Poiché v > vV A entrambi gli esponenziali sono decrescenti. Quindi la particella, inizialmente in a, si muove
asintoticamente verso 'origine. Nel caso A < 0 si possono ritrovare i risultati del Caso 2:

) =g e |~ iV IRD exp(i ) + (v - iy/IB] exp{~i ¥ty

2aw

7 qs — Xt : ot
=...... un po’ di algebra ...... = \/t e~ 2"sin (7 + (,0)
4w?2—~2

dove § := \/|A| e ¢ & tale che sinp = d/+/7% 4+ 62 e cosp = v/+/72 + 2.

Esercizio 3.3.11. Risolvere ’equazione differenziale lineare del secondo ordine che descrive la caduta di un
grave immerso in un fluido viscoso:

mi=—-bi+mg=:i+~vi=g cony,w>0 (3.14)

con condizioni iniziali z(0) =a > 0 e 2(0) = 0.
Soluzione: l'equazione (3.14) pud essere scritta come un sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine
per mezzo delle nuove variabili z1 := z e zo := 2. Infatti

{a.cl Z 2 = 1t=Ax+B con A:(O ) e B:(O)
Ty =2=—722+¢g 0 —v g

Scrivo I'equazione secolare e determino gli autovalori della matrice A:

-A 1

det(A — A1) det< 0 v\

>/\(/\+’y)0:>)\10 e A= —7
La matrice e diagonizzabile nella base degli autovettori. Determino gli autovettori y; e y2. Facilmente si ottiene:

we(3) »=()

Considero la base degli autovettori y := {y1,y2}, denoto con P la matrice per il cambiamento di base y; =
Z?:l Pijej. Si ha
1
(1)
L =

Determino la matrice per il cambiamento di coordinate @ = (PT)~1:

PT = ( é _17 ) det(PT) = —v

T
_ =0y 1y 1
e=-2(7 1) =35 4)

Utilizzando la relazione A, = QAQ ™" si pud verificare che A, ¢ in forma diagonale. Ovvero

o (M 0N [0 0
e = 1) = (0 )

Riscrivo il sistema nella base degli autovettori:

pertanto

i=Az+ B = Qi=QAQ 'Qr+ QB =y = A,y + B,

1
ove si ¢ posto y = Qz e By, =QB =g/y ( ) L’equazione precedente ammette la soluzione (3.10): scrivo

il dato iniziale nella nuova base:

1
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Scrivo esplicitamente 'esponenziale exp{A,t}:

1 0
Ayt _
c T ( 0 et )
Infine la soluzione nella nuova base:

y(t) = exp{A,t} [y + / t dse‘AysBy@] = oxpidyt) [y +3 / o < 0 o > < 4 )]

= exp{dyt) K 0 ) = < (1/7)t[6“]6 ﬂ - < (g/%é]j{7 D ) ’

0 0
0 ~s

wo-ato= (3 1) (i)

da cui si ottengono le leggi orarie per la caduta della particella nel fluido viscoso:

ove si e usato —Ays = ( ) . Scrivo esplicitamente la soluzione nella base canonica:

g 9 —~t
t) = Ty Lt -1
z(t) a+a+72(e )

)= La—et

A tempi lunghi la particella cade con velocita uniforme g/~.

Esercizio 3.3.12. Risolvere l'equazione differenziale lineare del secondo ordine che descrive le oscillazioni di
un corpo sottoposto all’azione di una forza esterna oscillante:

mz = —kiz + kosinQt = 2 + w?z = FsinQt  conw, Q>0 (3.15)

con condizioni iniziali z(0) =a > 0 e 2(0) = 0.
Soluzione: l'equazione (3.15) pud essere scritta come un sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine
per mezzo delle nuove variabili z1 := z e x5 := 2. Infatti

i‘lié’:IQ . 0 1 0
— &= Az + B(t A= B(t) =
{ 9 = 5 = —w?z; + Fsin Ot &=Av+B(t) con < —w? 0> ¢ B®) <Fsith>

Riscrivo il sistema nella base f := {f1, fa} ottenuta nell’Esercizio 3.3.9:

i=Az+ B(t) = Qi = QAQ 'Qz + QB(t) = y = Asy + By(t)

1
ove si ¢ posto y = Qz e Bf(t) = QB(t) = (F/w)sinQt ( 0 ) L’equazione precedente ammette la soluzione

(3.10): scrivo il dato iniziale nella nuova base:

yO:Qz()é(g é>(3)<2>

Scrivo esplicitamente gli esponenziali exp{Ast} e exp{—Ayt} (uso 'equazione (3.11):

PAst coswt —sinwt o~ Art _ coswt  sinwt
sinwt  coswt —sinwt coswt

si osservi, a margine, che eAs/te~4s* = 1. Infine la soluzione nella nuova base:

o) = expligny [y + [ dseoeyo)
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calcolo il secondo addendo:

t CAss F [t . cosws  sinws 1 F [t . COS WS
dse “°By(s) = — ds sin Qs ) = — ds sin Qs )
0 w Jo —sinws cosws 0 w Jo —sinws

20 1
F o d < sin(Q + w)t + sin(Q — w)t > | o a5 0S(Q + W)t — 51 cos(Q —w)t
_ < _F
cos(Q + w)t — cos(2 — w)t 2w Q+ in( + )t — L sin() — W)t

2w

avendo usato nella terza uguaglianza le fomule di prostaferesi. Con un po’ di algebra si scrive dapprima la
soluzione nella base f = {f1, fo}:

o(t) = ( —asinwt > +£

a coswt 2w

QZ%QWQ coswt — QQQELZ cos it

oo Qw2 sin wt — Qfﬁ’tﬂ sin Ot

e infine la soluzione nella base canonica

acoswt+F /251nwt ZF > sin Q¢

z(t) = Q7 'y(t) =
—aw sinwt + QZ wZ coswt — QZF 5 cos (Ut

3.4 . Equazioni differenziali a variabili separabili.

Si consideri un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine & = f(x,t) con f : R? — R.
Si consideri il problema di Cauchy

i = f(xr,t) con z(0)=2"€cR (3.16)

Se la funzione f(z,t) € nella forma f(z,t) = g(x)h(t) allora 'equazione ¢ a variabili separabili
e la soluzione del problema (3.16) si determina con un’integrazione ordinaria:

[ = (317

Esercizio 3.4.2. Si risolva il problema & = x con dato iniziale z(0) = 1.
Soluzione: la funzione f(x,t) = x & di classe C!, quindi & Lipschitziana, pertanto il problema ammette una
soluzione unica. L’equazione & a variabili separabili con g(z) = x e h(t) = 1. Pertanto

d /
/_x :/dt = log |z(t)| =t + cost = |z(t)| = e’ = Ce' con C >0
x

= 2(t) = Ce' con C €R
Impondendo z(0) = 1 si ottiene C' = 1. E quindi z(t) = exp{t}.

Esercizio 3.4.3. Si risolva 'equazione i = (¢ + x)2.

Soluzione: la funzione f(z,t) = (t + x)? non ¢ nella forma f(x,t) = g(x)h(t), ciononostante con un opportuno
cambiamento di variabili I’equazione pud essere scritta in forma separabile. Si pone y(t) = x(t) + ¢. Derivando
si ottiene § = & + 1. Sostituendo I’equazione diventa: ¢y — 1 = y2, ovvero § = y? + 1 che puod essere separata
scrivendo g(y) = y? + 1 e h(t) = 1. Pertanto:

d
/ 7 +y 5 = /dt = arctany = t + cost = arctan(x + t) = ¢ + cost
)
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3.5. Sistemi dinamici unidimensionals.

Un sistema dinamico unidimensionale ¢ un’equazione differenziale del primo ordine autonoma,
ovvero nella forma

i = f(x) (3.18)

dove x € R f : R — R & una funzione abbastanza regolare. Sotto opportune ipotesi di

0

regolarita su f la soluzione dell’equazione (3.18) con dato iniziale z(0) = 2" esiste ed ¢ unica.

Esercizio 3.5.2. Il modello di Malthus per la riproduzione normale prevede che il tasso di accrescimento di una
popolazione sia proporzionale al numero di individui. Si scriva ’equazione del modello. Si determinino i punti
fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi esteso e si studino euristicamente le proprieta di stabilita
dei punti fissi. Si determini esplicitamente 1’equazione delle linee di fase.

Soluzione: 'equazione ¢ & = kx con k € R.

Esercizio 3.5.3. Si supponga che il tasso di crescita di un apopolazione si proporzionale al quadrato del numro
di individui. Si scriva I’equazione del modello. Si determinino i punti fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano
delle fasi esteso e si studino euristicamente le proprieta di stabilita dei punti fissi. Si determini esplicitamente
I’equazione delle linee di fase e si mostri che le curve esplodono in un tempo finito.

Soluzione: 'equazione ¢ & = kz? con k € R.

Esercizio 3.5.4. Supponendo uniforme la temperatura dell’atmosfera e supponendo che 'aria si comporti
come un gas ideale, si costruisca un modello per la variazione della pressione con la quota. Sapendo che densita
dell’aria al livello del mare vale 1250 g/m?, si determini a quale altezza la pressione si dimezza.

Soluzione: 'equazione p = —[g/(RT)]p, la quota di dimezzamento & h = (RT/g)log2 = 5.54 km.

Esercizio 3.5.5. Il modello logistico si ottiene da quello di Malthus supponendo che la costante di proporzion-
alita dipenda in realta dal numero di individui come 1 — z. Si scriva ’equazione del modello. Si determinino
i punti fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi esteso e si studino euristicamente le proprieta di
stabilita dei punti fissi. Si determini esplicitamente ’equazione delle linee di fase.

Soluzione: 'equazione ¢ & = (1 — z)x.
Esercizio 3.5.6. Si modifichi I’equazione logistica supponendo che la popolazione venga decimata con tasso
costante c. Si scriva I'equazione del modello. Si determinino i punti fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano

delle fasi esteso al variare di ¢ e si studino euristicamente le proprieta di stabilita dei punti fissi. Si determini
esplicitamente I’equazione delle linee di fase.

Soluzione: 'equazione ¢ & = (1 — x)x — ¢ con ¢ € R.

Esercizio 3.5.7. Una variazione sul tema dell’equazione logistica permette di studiare ’evoluzione della popo-
lazione degli insetti dell’abete rosso tenendo in conto l'effetto dei predatori. L’equazione si scrive nella forma

dN N N2
S =N(1-2) - 3.19
a " ¢/ 1+N2 (3.19)
con r,q > 0. Si disegni il diagramma di fase del modello nel piano ¢—r, ovvero si determinino il numero di punti
fissi al variare dei parametri. Si disegni il ritratto di fase nelle diverse regioni del diagramma di fase.

Esercizio 3.5.8. Sia T la temperatura di un copro all’istante ¢ immerso in un fluido (il mare) tenuto a
temperatura costante T,. La legge di Newton afferma che la temperatura del corpo varia con il tempo con
un tasso di segno opposto e proporzionale a T'(t) — Te. Si scriva 'equazione del modello. Si determinino i punti
fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi esteso e si studino euristicamente le proprieta di stabilita
dei punti fissi. Si determini esplicitamente I’equazione delle linee di fase.

Soluzione: I'equazione & T' = —k(T — T,) con k > 0.

Esercizio 3.5.9. Il numero di isotopi radioattivi decade con tasso proporzionale al numero di individui. Si
scriva I’equazione del modello. Si determinino i punti fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi esteso
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e si studino euristicamente le proprieta di stabilita dei punti fissi. Si determini esplicitamente 1’equazione delle
linee di fase.

Soluzione: I’equazione & N = —N/7 con 7 > 0.

Esercizio 3.5.10. Il numero di isotopi radioattivi in un reattore decade con tasso proporzionale al numero di
individui e ha un termine di crescita con tasso costante A > 0. Si scriva ’equazione del modello. Si determinino
i punti fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi esteso e si studino euristicamente le proprieta di
stabilita dei punti fissi. Si determini esplicitamente ’equazione delle linee di fase.

Soluzione: I’equazione ¢ N = A — N/7 con 7 > 0.

Esercizio 3.5.11. Si consideri la catena radioattiva A — B — C e si supponga che il primo decadimento
abbia tasso 1/« e il secondo tasso 1/3. Si scriva ’equazione che regola I’evoluzione della specie B. L’equazione
risulta non autonoma; se ne determi la soluzione. Si disegni il grafico della soluzione nela caso della catena

oAU — 53°Th — 22°Ra (3.20)
sapendo che i rate di decadimento sono 7y = 2.48 x 10° anni e 775, = 8.0 x 10% anni.
Soluzione: 'equazione & N = (Nag/a) exp{—t/a} — Np/p.

Esercizio 3.5.12. Si determini l’equazione differenziale che regola 1’evoluzione della velocita di un corpo in
caduta libera in un fluido viscoso. Si determinino i punti fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi
esteso e si studino euristicamente le proprieta di stabilita dei punti fissi. Si determini esplicitamente 1’equazione
delle linee di fase.

Soluzione: 'equazione & mv = mg — kv con k,m, g € R.

Esercizio 3.5.13. Un fascio di raggi X di intensita (energia per unita di tempo e di superficie) Iy penetra
in un metallo. Si suppone che gli elettroni in banda di conduzione abbiano densita n e che ciascun elettrone
diffonda il fascio con sezione d’urto o (potenzia irradiata diviso intensitd incidente). Si determini equazione
differenziale che regola la densita I(x) del fascio che ha percorso la distanza x nel mezzo. Si determinino i punti
fissi. Si disegni il ritratto di fase nel piano delle fasi esteso e si studino euristicamente le proprieta di stabilita
dei punti fissi. Si determini esplicitamente 1’equazione delle linee di fase.

Soluzione: lequazione & dI/dx = —nol, la costante no & detta coefficiente lineari di scattering del gas di

elettroni.

3.6. Sistemi dinamict planart e moti unidimensionali.

Un sistema dinamico planare ¢ un’equazione differenziale nella forma

i = f(x) (3.21)

dove z € R? e f(z) & un campo vettoriale f: R*> — R?. Sotto opportune ipotesi di regolarita

0 esiste ed

per il campo vettoriale f la soluzione dell’equazione (3.21) con dato iniziale z(0) = z

¢ unica. Ingredienti basilari e notazione:

— con z(t) = p(t, 2°) si denota I'unica soluzione dell’equazione (3.21) con dato iniziale z°. Tale
soluzione verra chiamata traiettoria o orbita uscente dal punto z°.

— Un punto x5 € R? tale che f(zy) = 0 ¢ detto punto di equilibrio (critico) per il sistema
dinamico (3.21). Per i concetti relativi alla stabilita di un punto critico si rimanda al para-
grafo 1.4 in [8]. Negli esercizi verra usata la tecnica della linearizzazione ed il Teorema di
Lijapunov.

— Una costante del moto per il sistema (3.21) ¢ una funzione H : R? — R tale che

H(p(t,2°)) = (VH(p(t,2°)), f(p(t,a%))) = 0

lungo ogni possibile traiettoria (¢, 2°), ovvero per ogni dato iniziale x°.
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— Se H(z) ¢ una costante del moto allora le curve regolari H(x) = cost, ottenute al variare
della costante al secondo membro, sono dette curve di livello. Le traiettorie giacciono sulle
curve di livello.

Si consideri, ora, un sistema meccanico unidimensionale costituito da una palla di massa m
sottoposta all’azione della forza f(z), con x la posizione della particella. Il moto e descritto
dall’equazione di Newton

mi = f(x) (3.22)

Se la funzione f : R — R ¢ di classe O, allora dati 2%, 4% € R esiste ed ¢ unica la soluzione
z(t) della (3.22) con dato iniziale z(0) = 2" e #(0) = 2°. La soluzione z(t) dell’equazione del
moto e detta legge oraria. Il problema (3.22) puo essere ricondotto allo studio di un sistema
dinamico (3.21) per mezzo delle nuove variabili ¢ := z e p := ma. D’altro canto ¢ possibile
lo studio qualitativo diretto delle soluzioni della (3.22), ovvero del moto della particella, per
mezzo del principio di conservazione dell’energia. Ingredienti e notazione:

— si definisce energia potenziale la funzione V : R — R di classe C? tale che f(z) =
—dV(z)/dz. T minimi ed i massimi di V(z) sono punti di equilibrio rispettivamente sta-
bili ed instabili.

— Si verifica che I'energia totale della particella H(x,#) := ma?/2 + V(x) & una costante del
moto, ovvero dH (z,t)/dt = 0. Il principio di conservazione dell’energia si esprime scrivendo

1
5mab? +V(z)=FE (3.23)

ove F ¢ una costante reale.

— Se z(t) ¢ la soluzione dell’equazione di Newton allora la curva nello spazio x—& (spazio
delle fasi) di equazioni parametriche x(t) e @(t) & detta orbita del moto. Dal principio
di conservazione dell’energia si deduce che le orbite giacciono necessariamente sulle curve di
livello T := {(x,4) € R*: #?/2+ V(x) = E}, ove E € R & una valore costante dell’energia.

— Si consideri il moto corrispondente ad un valore £ € R dell’energia. Dalla (3.23) si ha che i
punti accessibili al moto sono tutti e soli i punti nell'insieme Zp := {x e R: E—V(x) > 0}.

Esercizio 3.6.2. Si consideri ’equazione differenziale lineare del secondo ordine che descrive il moto armonico
semplice di una palla di massa m sottoposta all’azione di una molla di costante elastica «:

mZ+kz=0 (3.24)

con m,k € Rem,k > 0. Sirisponda ai seguenti quesiti: 1. si riconduca la (3.24) ad un sistema dinamico
planare. 2. Si determini una costante del moto. 3. Si determino i punti di equilibrio e 4. se ne studi la loro
stabilita. 5. Si disegnino le curve di livello e si determini 'insieme II dei dati iniziali che danno luogo ad orbite
periodiche. 6. Si consideri un valore della costante del moto in corrispondenza del quale il moto & periodico e
si calcoli il periodo dell’orbita.

Soluzione: 1. l'equazione (3.24) pud essere scritta nella forma (3.21) introducendo le due nuove variabili: ¢ = z
e p = mZz, rispettivamente la posizione e I'impulso della palla. Infatti

{qiz. 2{q.izu__ ﬁ{q.ili/m (3.25)
p=mz p=mz= RZ p = Kq

Il sistema (3.25) & un sistema dinamico nella forma (3.21) con = (¢,p) € R? e f(q,p) = (p/m, —Kq).

2. Se H(q,p) ¢ una costante del moto allora

H(a.p) = (VH(g,p), f(q.p)) = %—Ij@,pwq,p) T %—f@,p)fg(q,p) ~0
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Allora per determinare una costante del moto & sufficiente richiedere che H(q, p) soddisfi le due seguenti equazioni

differenziali:
91 (q,p) = —f2(g,p) = +r4q

9(q,p) = f1(g;p) = p/m

Dalla prima si ottiene H(q,p) = kq?/2+1(p) con ¥(p) una funzione incognita nella sola variabile p; sostituendo
nella seconda si ha

oY 1 1 5
—_— = —p = = — cost
dp m? ¥(p) om? +
dove cost e una costante reale arbitraria. Scegliendo cost = 0 si ottiene
H(q,p) IR (3.26)
= — K .
a4,p B p 9 q

si noti che H(q,p) & lenergia totale della particella.

3. I punti di equilibrio soddisfano il sistema di equazioni f(q,p) = 0, ovvero

(78 = {878 = oo

e l'unico punto di equilibirio.

4. Linearizzazione attorno a P: il sistema (3.25) & lineare. Puo essere scritto nella forma & = Az con A la

(%)

Scrivo ’equazione secolare e determino gli autovalori della matrice A:

det(A/\]I)det< - 1/m>A2+io:»A12ﬂ,/i
-k —A m ’ m

Gli autovalori di A sono complessi coniugati con parte reale nulla. Non si puo dire nulla sulla stabilita di P.
Seconda strategia: il punto P ¢ estremale per la funzione H(q,p). Ne studio le proprieta: scrivo la matrice
Hessiana H(q, p)

matrice 2 x 2 reale

0°H  ofs  O*H ofi 1 9°H 0°H

1
02~ dq & o2 dp m 8q8q 8p8q

= (5 )

Inoltre det (H(0,0)) = k/m > 0 e H1,1(0,0) = x > 0 implicano che P ¢ un punto di minimo per la funzione
H(q,p). Si dimostra che la funzione W(q,p) = H(q,p) — H(0,0) & una funzione di Lijapunov, quindi usando il

pertanto:

Teorema di Lijapunov si conclude che P ¢ un punto di equilibrio stabile.

5. In primo luogo osservo che H(0,0) = 0. Fissato un numero reale £ > 0 la curva di livello con energia E ha

equazione
1 1

%p + 2nq =F (3.27)
Per ogni E > 0 la curva di livello & un’ellisse centrata nell’origine (si veda la Fig. 3.3). Per E < 0 non si hanno
curve di livello. Per £ = 0 la curva di livello coincide con il punto di equilibrio stabile. Orbite periodiche: per
ogni valore di £ > 0 la corrispondente curva di livello € una curva chiusa e regolare. Su di essa giace un’orbita

periodica. Pertanto l'insieme dei dati iniziali che danno luogo ad orbite periodiche ¢ II =R\ {P}.

6. Si consideri E > 0. Lungo lorbita con energia E si ha p = ++/m(2E — kq?). Per ragioni di simmetria il
periodo T e dato dal doppio del tempo impiegato a percorrere I’arco superiore della traiettoria di equazione
p = +/m(2E — kq?). Il punto iniziale & (—/2E/k,0), mentre quello finale ¢ (1/2E/k,0). Usando la prima delle
(3.25) si ha

\/ﬂ /T/2 Y / V2E/R A V2E/x dq
m? V2E/x /(2E — kq?) 0 V(2E — kg?)/m
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Fig. 3.3. Curve di livello per il moto armonico semplice. P = (0,0) & un punto di equilibrio stabile. H(P) =10
e B3 > FEy > FE; > 0.

Eseguendo la sostituzione ¢ = \/2E/ksin ¢ si ottiene

T 4 7\'/2
—:,/—m/ dp = T =21, =
2 & Jo K

Si osservi che il periodo ¢ indipendente da E. Si confronti questo risultato con il risultato dell’Esercizio 3.3.9.

Esercizio 3.6.3. Si consideri I'equazione differenziale lineare del secondo ordine che descrive il moto di una
palla di massa m sottoposta all’azione di una forza derivante dal potenziale quartico V(z) = —az? + bz?, con
a,b > 0. Il moto & descritto dall’equazione di Newton:

av
z+—=0 3.28
mz + Em ( )

Si risponda ai seguenti quesiti: 1. si riconduca la (3.28) ad un sistema dinamico planare. 2. Si determini una
costante del moto. 3. Si determino i punti di equilibrio e 4. se ne studi la loro stabilita. 5. Si disegnino le curve
di livello e si determini 'insieme II dei dati iniziali che danno luogo ad orbite periodiche. 6. Si scriva come
integrale definito il periodo dell’orbita con dato iniziale z° = (1/a/4b,0).

Soluzione: 1. 'equazione (3.28) pud essere scritta nella forma (3.21) introducendo le due nuove variabili: ¢ = z
e p = mZ, rispettivamente la posizione e 'impulso della palla. Infatti

{qzz :s{q:z é{dzp/m (3.29)

p=mz p:mé:f%:+2azf4623 p = +2aq — 4bg>

Il sistema (3.29) ¢ un sistema dinamico nella forma (3.21) con = = (¢,p) € R? e f(q,p) = (p/m, 2aq — 4bq?).

2. Se H(q,p) ¢ una costante del moto allora

H(a.p) = (VH(g,p), f(q.p)) = %—ij,p)fl(q,p) T %—I;(q,p)fz(q,p) ~0

Allora per determinare una costante del moto & sufficiente richiedere che H(q, p) soddisfi le due seguenti equazioni

differenziali:
91 (q,p) = — f2(q,p) = —2aq + 4bg®

9 (q,p) = f(q,p) = p/m

Dalla prima si ottiene H(q,p) = —aq® + bg* + ¥(p) con 9(p) una funzione incognita nella sola variabile p.
Sotituendo nella seconda delle precedenti si ha

oy 1 1,
- =—p= = -—p~ + cost
o~ m? vp) =5 -p
dove cost € una costante reale arbitraria. Scegliendo cost = 0 si ottiene
1

H(q,p) = %pQ —aq® +bq! (3.30)
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si noti che H(q,p) & lenergia totale della particella.

3. I punti di equilibrio soddisfano il sistema di equazioni f(q,p) = 0, ovvero

{28828 2{2221—:42(13:0 — P =(0,0), P2:( 2,0),P3:(_ i’o)

sono i tre punti di equilibirio.
4. Linearizzazione attorno ai punti critici: dato & = (g, p) il sistema (3.29) pud essere scritto nella forma

= A(x — )+ Q(z — &) con A la matrice 2 x 2 reale

9 4.5) Y (d.p) ( 0 1/m>

20— 12b3> 0
a0 H2ap)

A(q,p) =

Scrivo l'equazione secolare e determino gli autovalori della matrice A(%):

) B A Um\ . 2a—12b6° o [2a— 12
det(A(z:) )\]I) = det < 9 — 12b(j2 Y ) =\ m =0= ALQ(Z‘) ==+ m

A questo punto posso studiare la stabilita dei tre punti critici Py, P> e Ps:

— A 2(P1) = £4/2a/m, esiste almeno un autovalore reale e positivo, quindi P; ¢ un punto di equilibrio instabile.

— A 2(P2) = £2iy/a/m, gli autovalori hanno parte reale zero, quindi non si pud dire nulla sulla stabilita di
PQ.

— A1,2(Ps) = £2iy/a/m, gli autovalori hanno parte reale zero, quindi non si pud dire nulla sulla stabilita di
P3.

Seconda strategia: i punti P;, con ¢ = 1,2, 3, sono estremali per la funzione H(gq,p). Ne studio le proprieta:

scrivo la matrice Hessiana H(q, p)

2 2 2 2
8_H:7%:72a+12bq2 aH:%:l 8H:3H:
0q> dq Op? Op m 0q0q  Opdq

pertanto:

_( —2a+12bg* O ~ 12b¢* — 2a
H(q,p) = ( 0 1/m ) e det(H(g,p)) = ——

Osservo che det (H(Pz,3)) =4a/m > 0e Hy,1(Ps,3) = 4a > 0: Py 3 sono punti di minimo per la funzione H(q, p).
Si dimostra che la funzione W(q,p) = H(q,p) — H(P2,3) ¢ una funzione di Lijapunov per P, e per Ps, quindi
usando il Teorema di Lijapunov si conclude che P» 3 sono punti di equilibrio stabile.

5. In primo luogo osservo che H(q,p) & funzione pari sia in ¢ che in p, quindi mi limito a studiarne le curve

di livello nel quadrante g,p > 0 (I quadrante); negli altri quadranti le curve verranno ottenute per simmetria.

Osservo, inoltre, che Py ¢ punto di equilibrio instabile e che Hy := H(P;) = 0: le curve di livello piu interessanti

sono quelle passanti per i punti critici instabili quindi

— considero la curva di livello 'y, := {(¢,p) € R? : H(q,p) = H1}. Nel quadrante ¢,p > 0 'equazione di tale
curva & p = qy/2m(a — bg?). La curva interseca Vasse p=0ing=0e g = m, non e definita all’esterno
dell’intervallo [0, \/a/b] ed & regolare in (0, /a/b) (si veda la Fig. 3.4). Su I'y, giacciono tre orbite: due
asintotiche a P; ed una coincidente con il punto di equilibrio instabile z(¢) = (0, 0).

— Osservo che H(q,p) & nulla su I'y, e che H(P,) = H(P3) = —a?/4b < 0, quindi per la continuita della
costante del moto H(g,p) le curve di livello relative ad energie negative si troveranno tutte all’interno di
T, , mentre quelle relative ad energie positive si troveranno tutte all’esterno.

— Considero E € R tale che —a?/4b < E < 0: le regioni contenute all'interno di Iy, contengono ciascuna
un solo punto di equilibrio stabile, quindi le curve di livello relative a valori negativi dell’energia sono curve
chiuse, regolari che ruotano attorno al relativo punto di equilibrio stabile (Teorema 4.37 in [8]). Su ciascuna
componente connessa di ogni curva di livello giace un’orbita periodica attorno al relativo punto di equilibrio
stabile.

— Sia E > 0: le curve di livello H(q,p) = E le disegno per continuita.

— I versi sulle curve di livello vengono determinati osservando che ¢ = p/m & positivo nel semipiano p > 0 e
negativo in quello p < 0.
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Fig. 3.4. Curve di livello per il potenziale quartico.

Dalla discussione precedente si ha che I'insieme dei dati iniziali che generano orbite periodiche e tutto lo spazio

delle fasi ad eccezione dei punti di equilibrio e dei punti della curva di livello con energia zero; ovvero II =
R\ (T, U{P, P3}).

6. Si consideri 'orbita generata dal dato iniziale 2° = (y/a/4b,0). Poiché \/a/4b < \/a/2b < /a/b il punto
20 si trova all'interno della regione delimitata dalla curva di livello passante per 'origine, quindi esso origina
un’orbita periodica. Alternativamente si pud osservare che H(z°) = —3a%/16b > H(P;) = —a?/4b implica
= —3a?/16b. Oltre

2)
2% € II. Determino i punti di inversione dell’orbita periodica risolvendo 1’equazione H (g, 0)
= —3a?/16b implica

all’ovvia soluzione ¢° = \/a/4b si trova ¢* = \/3a/4b. Pertanto, osservato che H(q,p)
p = \/2m[-bg* + ag® — 3a2/16] si ha

i 1 302 T/2 \/3a/4b 1
d_ = —p = 2m —bq4 + aq2 — 1_61) —— dt ==
bom 0 Via/ab \/27” [—bg* + ag? — 3]

e quindi

3a/4b 1
roaf” j
Va/4b \/Qm [—bg* + ag® — 3% ]

Esercizio 3.6.4. Si consideri il sistema dinamico
2=f(z) con z=(r,y)€R? e f(2)=2y— (2?2 —-1)2—1,42(z* —1)(y — 1)) (3.31)

Si risponda ai seguenti quesiti: 1. si determini una costante del moto. 2. Si determino i punti di equilibrio e
3. se ne studi la loro stabilita. 4. Si disegnino le curve di livello e si determini I'insieme IT dei dati iniziali che
danno luogo ad orbite periodiche. 5. Si dimostri che 'orbita generata dal dato iniziale zo = (1,3/4) & periodica
e se ne scriva il periodo in forma di integrale definito. 6. Si trovi esplicitamente la soluzione con dato iniziale
z0 = (1,1) e se ne discuta il comportamento asintotico.
Soluzione: 1. Se H(z,y) & una costante del moto allora

() = (VH (@), £(0.0)) = 5 @) fa(ew) + G (@) falo) =0

Allora per determinare una costante del moto ¢ sufficiente richiedere che H(x, y) soddisfi le due seguenti equazioni
differenziali:

UL (1,y) = —fol,y) = —4a(a® — 1)(y — 1)
%_I;(xvy) = filz,y) =2y — (2 - 1)* -1

Dalla seconda si ottiene H(x,y) = y? — [(z? — 1)? + 1]y + ¥ (z) con 9 (x) una funzione incognita nella sola
variabile x. Sotituendo nella seconda delle precedenti si ha

9% _

o da(x? — 1)y —y+ 1) = 42 — 4o = Y(z) = 2* — 22 4 cost
T
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dove cost € una costante reale arbitraria. Scegliendo cost = 0 si ottiene

H(z,y) =y = [(2* = 1)* + Ly + 2*(2? — 2) (3.32)

2. I punti di equilibrio soddisfano il sistema di equazioni f(z,y) = 0, ovvero

{fl(z,y)() {2y(1’21)210
== 2
fa(z,y) =0 dr(z® —1)(y—1) =0
— P, =(0,1), P, =(1,1/2), Ps = (—1,1/2), P, = (v/2,1), Ps = (—V/2,1)
sono i cinque punti di equilibirio.

3. Linearizzazione attorno ai punti critici: dato Z = (Z,9) il sistema (3.31) puod essere scritto nella forma
2=A(z—2)+ Q(z — 2) con A la matrice 2 x 2 reale

N OF1 /n ~

- —4(2%2 - 12 2
A(x,y): = ~ 2 (32 —
%i(5.5) B (a.g) ( 4G - 1@ 1) 4i@ 1) )

Scrivo l'equazione secolare e determino gli autovalori della matrice A(Z):

det(A(2) — AI) = det ( 4@1“51(;3(322_A1) 1552 f DA ) = 162322 — 1)2 + X\ = 8(§ — 1)(33 = 1) =0

= A1 2(%) = £/1622(22 — 1)2 +8(y — 1)(322 — 1)

A questo punto posso studiare la stabilita dei punti critici:

— A1,2(P1) =0, gli autovalori sono nulli, quindi non si puo dire nulla sulla stabilita di P;.

— A12(P3) = +2iV/2, gli autovalori hanno parte reale zero, quindi non si puod dire nulla sulla stabilita di Py e
di Ps.

— A,2(Pys) = +44/2, gli autovalori sono reali e distinti; ne esiste uno positivo, quindi P; e P5 sono punti di
equilibrio instabile.

Seconda strategia: i punti P;, con i = 1,...,5, sono estremali per la funzione H(x,y). Ne studio le proprieta:

scrivo la matrice Hessiana H(x, y)

0’H Of 5 0’H 0f 0’H  0°H
0x? or (y - 1)@= ) 0y? oy 0xdy  OJydx 0
pertanto:
_ —4(y - 1)(312 —1) *4$(I2 —1) _ . 2 4y 2.2 1\2
H(z,y) = ( Cda(a? — 1) 5 e det(H(x,y))=-8(y—1)(8z° —1) — 16z°(z" — 1)

Osservo che det (H(P23)) =8 > 0 e Hi,1(P23) = 4 > 0: P 3 sono punti di minimo per la funzione H(z,y).
Si dimostra che la funzione W (z,y) := H(x,y) — H(Pa,3) ¢ una funzione di Lijapunov per P, e per Ps, quindi
usando il Teorema di Lijapunov si conclude che P 3 sono punti di equilibrio stabile. Sul punto P; non si puo,
invece, dire nulla perché det (H(P1)) = 0, ma dallo studi delle curve di livello emergera che si tratta di un punto
di equilibrio instabile.

4. In primo luogo osservo che H(x,y) ¢ una funzione pari nella variabile x, quindi le curve di livello avranno
Passe y per asse di simmetria. Inoltre H(Py) = H(Py) = H(P5) = —1, P4 e Ps sono punti instabili, le curve di
livello pit interessanti sono quelle passanti per i punti critici instabili, quindi

— considero la curva di livello I'_; := {(z,y) € R? : H(z,y) = —1}. In forma implicita 'equazione di tale

curva &:

ny[(x2—1)2+1}y+9:2(z272)+1:O:>y2—yf(x271)2y+(z2—1)2:0
=yly-D-@y-1)@*-1)=0=(y-1)[y— (> -1 =0

quindi la curva di livello T'_; & costituita dalle due curve y = 1 e y = (22 — 1)? (si veda la Fig. 3.5). Su
I'_; giacciono undici orbite: otto orbite asintotiche ai punti di equilibrio instabili e tre punti di equilibrio
instabili.
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Fig. 3.5. Curve di livello per il sistema dinamico (3.31). I versi non indicati si deducono per continuita.

— Osservoche H(x,y) = —1sul'y, eche H(Py) = H(P3) = —5/2 < —1, quindi per la continuita della costante
del moto H(x,y) le curve di livello relative ad energie nell’intervallo [-5/2, —1] si troveranno tutte all’interno
di I'_1, mentre quelle relative ad energie maggiori di —1 si troveranno tutte all’esterno. Piu precisamente:
definisco i due insiemi Dy := {(z,9) €R?: 0 <z <2, (22 —1)? <y <1} e D3:={(z,y) eR?: —V2 <
x <0, (22 —1)2 <y < 1}. Allora le curve di livello con energia in [~5/2, —1] si trovano in Dy U D3, mentre
quelle relative ad energie maggiori di —1 si trovano in R? \ (Dy U D3 UT _y).

— Considero F € R tale che —5/2 < E < —1: Dy e D3 contengono ciascuna un solo punto di equilibrio stabile,
quindi le curve di livello relative a valori negativi dell’energia sono curve chiuse, regolari che ruotano attorno
al relativo punto di equilibrio stabile (Teorema 4.37 in [8]). Su ciascuna componente connessa di ogni curva
di livello giace un’orbita periodica attorno al relativo punto di equilibrio stabile (si veda la Fig. 3.5).

— Sia E > —1: le curve di livello H(z,y) = E le disegno per continuitd. Queste curve di livello sono aperte,
su ognuna di esse giace un’orbita asintotica all’infinito.

— I versi su I'_; vengono determinati osservando che 1. su un tratto di curva di livello che non interseca
alcun punto di equilibrio il verso non cambia, 2. f1(1,1) =1 >0, f1(1,0) = -1 <0, f1(2,1) = -8 < 0 e
f1(2,9) = 7 > 0. Sulle altre curve di livello i versi possono essere trovati per continuita.

Dalla discussione precedente si ha che I'insieme dei dati iniziali che generano orbite periodiche ¢ Il = Dy U Dsg.

5. Si consideri 'orbita generata dal dato iniziale zg = (1,3/4). Osservo che zy € Do implica che 'orbita generata
da zg € periodica. Per poter scrivere il periodo dell’orbita & necessario scrivere I’equazione della curva di livello
in forma esplicita, cioe devo ricavare la y in funzione della x o viceversa:

19

H(z,y) = H(zo) = o = [(@° — 1)’ + 1]y +2°(@* ~ 1) = 7, =

3 3 3

2 2 2 2.2 2 2 2 2

—[(z®=1)2+1 —DHl=——=(y-Dy-@* -1 =2 = @2 - 12 =y ————

y? = [(@® =12 + 1]y +2%(2* - 1) + 5T W-Dy- -1 =—E= 6 -1 Y+ 60 D)

Dalla precedente si puo ricavare la variabile x in funzione della variabile y semplicemente eseguendo delle radici
quadrate. Bisogna, pero controllare che i radicandi siano positivi: il secondo membro & positivo se e solo se

16y? — 16y + 3 < 0, ovvero se 1/4 < y < 3/4. Da questa osservazione si deduce che l'orbita & compresa tra le
due rette y = 1/4 e y = 3/4 e le tocca nei punti zg = (1,3/4) e z; = (1,1/4). Quindi per i valori di y permessi

3
1=+ —_
v Ty

La scelta del segno va fatta osservado che x puo essere maggiore o minore di 1. Nel primo caso va scelto il segno

si ha:

-+ mentre nel secondo va scelto il segno —, perché il primo membro & rispettivamente positivo e negativo nei
due casi. Quindi I'’equazione della traiettoria diventa:

L+ \ Y+ ey se o>1

1—Jy+ = se r <1
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Infine, dopo aver osservato che nelle due espressioni precedenti il membro di destra ¢ positivo e che I'orbita
giace nel semipiano = > 0, si puo scrivere ’equazione dell’orbita in forma esplicita:

¢1+¢y+ﬁﬁqjsex>1

2(y) = (3.33)
\/1,/y+m se r <1

11 periodo dell’orbita puo essere calcolato osservando che dalle equazioni (3.31) si ha

dy
dt

dy
dr(y)(2?(y) — Dy — 1)

ove x = x(y) & Pequazione (3.33). Per integrare la precedente si definisce t; 'istante in cui 'orbita raggiunge

= fo(z,y) = =dt

z1 e si osserva che in t; l’espressione esplicita della funzione z(y) cambia. Quindi:

/ = / tld”/ "= ///4 ?yfl)( 1>+/1j:44z<y><x2<yc>ly1><y1)

1/4 3/4
:>T:/ /
3/4 1/4
\/ \/y 16(y 1 \/y+16y 1) y—1) \/1_\/y+16y 1)\/y 16(y i) -1

6. Il punto zp = (1, 1) si trova sul tratto y = 1 della curva di livello I'_y. Allora lorbita sara tale che y(¢) = 1.
2 _

Sostituendo nel sistema dinamico di partenza si ottiene i = 1 — (22 — 1)? che pud essere integrata e fornisce la

legge oraria. Infatti

dx 9 9 B dz =(®) dx
Ezl_(x —1) =>dt—z(\/_7z)(\/_+z :>/dt—/ o)1)

() 1 1
:’t:/l dx{z_ﬂmﬁ(ﬁx) \/_+o:}
IR xﬁ—l Lo, 1 vr+ﬂﬂ

2 4\f ®V2+1 2() 4\f #VZ =)

Pur non sapendo invertire la legge oraria & possibile controllare il comportamente all’infinito: basta osservare

—_
—_

che per  — v/2 il tempo t tende a +o00, mentre per  — 0 si ha t — —oo.

Esercizio 3.6.5. Si consideri il problema di un pendolo di massa m = 1 e lunghezza ¢ = 1 oscillante in un piano
vincolato a ruotare con velocita angolare costante w > 0 attorno ad un asse. Il moto & descritto dall’equazione
di Newton:

0 = w?sinf cos — gsin b (3.34)

ove 6 & I'angolo tra il pendolo e 1’asse di rotazione. Si risponda ai seguenti quesiti: 1. si riconduca la (3.34) ad
un sistema dinamico planare. 2. Si determini una costante del moto. 3. Si determino i punti di equilibrio e 4.
se ne studi la loro stabilita. 5. Si disegnino le curve di livello e si determini 'insieme dei dati iniziali che danno
luogo ad orbite periodiche. 6. Si studi il caso in cui venga introdotto una forza resistiva —af con a > 0. In
particolare si determino eventuali punti di equilibrio asintoticamente stabili e se ne stimi il bacino d’attrazione.
Soluzione: studio il problema nell’intervallo § € [0,7]. Per 6 < 0 si ottengono gli stessi risultati perché
I’equazione del moto ¢ simmetrica nello scambio § — —6.

1. Tequazione (3.34) puo essere scritta nella forma (3.21) introducendo le due nuove variabili: ¢ = 0 e p = 0.
Infatti

¢=0 q=0 q=p
{ p=20 :>{ p=0=w?sinfcosh — gsinf :>{ p=w?singcosq — gsing (3.35)

Il sistema (3.35) & un sistema dinamico nella forma (3.21) con z = (¢,p) € R% e f(q,p) = (p,w?singcosq —
gsing).
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2. Se H(q,p) ¢ una costante del moto allora

H(a.p) = (VH(g,p). f(q.p)) = %—f@,pwq,p) T %—f@,p)fg(q,p) ~0

Allora per determinare una costante del moto & sufficiente richiedere che H(q, p) soddisfi le due seguenti equazioni

differenziali:
%—Ij(q,p) = —fa(q,p) = —w?singcos q + gsing

9 (q,p) = fila,p) =p

Dalla prima si ottiene H(q,p) = —gcosq + (w?/4)cos2q + 1(p) con 1 (p) una funzione incognita nella sola
variabile p. Sotituendo nella seconda delle precedenti si ha
oY

1
o —P =) = P’ + cost

dove cost € una costante reale arbitraria. Scegliendo cost = 0 si ottiene

1 w?
H(q,p) = %pQ —gcosq+ —-cos2q (3.36)

si noti che H(q,p) ¢ lenergia totale della particella.

3. I punti di equilibrio soddisfano il sistema di equazioni f(q,p) = 0, ovvero

{ filg,p) =0 :>{ p=0

f2(q,p) =0 w?singcosq — gsing =0

Per risolvere il sistema precedente bisogna distinguere due casi: definisco p := g/w? ed osservo che nel caso
p > 1 (piccola forza centrifuga) esistono due soli punti di equilibrio: P; = (0,0) e P> = (m,0). Nel caso p < 1
(grande forza centrifuga) esiste un ulteriore punto di equilibrio Ps = (arcsin p, 0).

4. Linearizzazione attorno ai punti critici: dato & = (g, p) il sistema (3.35) pud essere scritto nella forma
= A(x — 1)+ Q(z — &) con A la matrice 2 x 2 reale

9 ~oA 1) A A
SL4,p) S2a,p) 0 )
Ag,p) = (o |
’ S a i a A w* (cos2g§ — pcosq) O
a9 H2d,p)

Scrivo l'equazione secolare e determino gli autovalori della matrice A(%):

—-A 1

det (A(2) — ML) = det < w? (cos2f — peosq) —A

) =A% —w?(cos2§ — pcosg) =0

= A\ 2(#) = £1/w? (cos 24 — pcos §) = +wy/cos 2§ — pcos§

A questo punto posso studiare la stabilita dei punti critici: in primo luogo osservo che

Alﬁg(Pl)::tW\/lfp, /\172(P2)::|ZW\/1+p (§] A172(P3)::|:Z‘W\/17p2

con 'ultimo autovalore che ha senso soltanto nel caso p < 1. Quindi

— se 0 < p < 1allora P, e P, sono instabili, mentre su Ps non si puo dire nulla.

— Se p > 1 allora P, ¢ instabile, mentre su P; non si puo dire nulla.

Seconda strategia: i punti P;, con ¢ = 1,2, 3, sono estremali per la funzione H(q,p). Ne studio le proprieta:
scrivo la matrice Hessiana H(q, p)

OCH 0 —w?(cos2q — pcosq) OCH _Oh _ 1 O°H _OH
d¢2 Oq q- peose op2  Op dqdq  Opdq
pertanto:
—w?(cos2q — pcos 0
H(q,p) = < ( g peosq) 1 > e det(H(q,p)) = —w?(cos2q — pcosq)

smat04.tex — ttobre - : pagina
fi 04 25 Ottobre 2004 15:56 gina 49



p

A

\\\\\\*_//////

Fig. 3.6. Curve di livello per il pendolo rotante nel caso p > 1. I versi non indicati in figura si ottengono per

continuita.

Osservo che nel caso p < 1 si ha det (H(Ps)) = H11(P3) = w?(1 — p?) > 0, allora P ¢ punto di minimo per la
funzione H(q,p). Si dimostra che la funzione W(q,p) = H(q,p) — H(Ps) ¢ una funzione di Lijapunov per Ps,
quindi usando il Teorema di Lijapunov si conclude che Ps & punto di equilibrio stabile nel caso p < 1. Inoltre
osservo che det (H(Py)) = H11(P1) = w?(p — 1), quindi si pud concludere che nel caso p > 1 il punto P; &
stabile. Nel caso p = 1 non si pud dire nulla perché det (H(P1)) = H1,1(P1) = 0, ma questo caso pud essere
discusso in modo diretto, infatti osservo che H(q,p) = p?/2 + (w?/4)(2cos? ¢ — 4cosq — 1) e H(P;) = —3w?/4.
Quindi,

H(g,p) — H(P) = 397 + 302 (2cosq — 17 > 0 V(a,p) # (0,0)

Allora P; € un punto di minimo per H(g,p) ¢ quindi & un punto di equilibrio stabile. Riassumo quindi i risultati
sulla stabilita:

— p<1: P; e P, instabili, Ps stabile.

— p > 1: P stabile, P instabile.

5. Studio le curve di livello nel caso p = 1. Nel caso p > 1 si ottengono dei risultati analoghi. Osservo che Ps e
punto di equilibrio instabile e che Hy := H(P,) = 5w?/4: le curve di livello pil interessanti sono quelle passanti
per i punti critici instabili quindi

— considero la curva di livello 'y, := {(¢,p) € [-7, 7] Xx R: H(q,p) = Ha}. Nel semipiano p > 0 I'equazione
di tale curva ¢ p = w4/4 — (cosq — 1)2. Per disegnare la curva ¢ sufficiente osservare che in [0, 7] la funzione
4 — (cosq — 1)? decresce da 4 a 0: risulta, quindi, il grafico in Fig. 3.6 con le intersezioni con I'asse ¢ = 0
nei punti +2w. Su 'y, giacciono tre orbite: due asintotiche a P, = —P» ed una coincidente con il punto di
equilibrio instabile P» = —P.

— Osservo che H(P,) = 5w?/4 > H(P1) = —3w?/4 =: Hy; quindi per la continuita della costante del moto
H(q,p) le curve di livello relative ad energie comprese tra Hy e Hs si troveranno tutte all’interno di I'g,,
mentre quelle relative ad energie maggiori di Hy si troveranno tutte all’esterno.

— Considero un’energia H; < E < Hay: la regione contenuta all’interno di I'g, conteniene un solo punto di
equilibrio stabile Py, quindi le curve di livello sono curve chiuse e regolari che ruotano attorno a P; (Teorema
4.37 in [8]). Su ciascuna curva di livello giace un’orbita periodica attorno al punto di equilibrio stabile.

— Sia E > Hs: le curve di livello H(g,p) = F le disegno per continuita.

— I versi sulle curve di livello vengono determinati osservando che ¢ = p/m & positivo nel semipiano p > 0 e
negativo in quello p < 0.

Dalla discussione precedente si ha che I'insieme dei dati iniziali che generano orbite periodiche e tutto lo spazio

delle fasi ad eccezione dei punti di equilibrio e dei punti della curva di livello con energia Hs; ovvero II =

[—7T,7T] X R\ (FH2 U {Pl,PQ}).

Nel caso p < 1 lo studio delle curve di livello procede in modo analogo. Una maggiore complicazione
nei calcoli ¢ dovuta al fatto che ci sono due punti di equilibrio instabili con energia diversa, infatti H(P;) =
w?(1/4—p) < w?(1/4+ p) = H(P). Quindi in questo caso ¢ necessario disegnare due diverse curve separatrici.
I risultati sono in Fig. 3.7.

Dalla Fig. 3.7 si ha che l'insieme dei dati iniziali che generano orbite periodiche e tutto lo spazio delle fasi
ad eccezione dei punti di equilibrio e dei punti delle due separatrici, ovvero Il = [—m, 7] X R\ (T'g, UT p,).
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Fig. 3.7. Curve di livello per il pendolo rotante nel caso p < 1. I versi non indicati in figura si ottengono per

continuita.

6. Con l'introduzione del termine dissipativo ’equazione del moto diventa 6 = w?sinfcosf — gsinf — af con
a > 0. Con la stessa sostituzione introdotta al punto 1 si ottiene il sistema dinamico

{ 1—=r . (3.37)
p=w?singcosq — gsing — ap

11 sistema dinamico ¢ nella forma (¢, p) = f,(q,p) con f/(q,p) = f(q,p) + (0, —ap). Voglio studiare la stabilita
dei punti critici di questo nuovo sistema nel caso p < 1: in primo luogo osservo che la funzione H(q,p) non &
una costante del moto per il nuovo problema. Infatti

H(q,p) = (VH(¢.p),f (a:p)) = GE(a:0) f1(a:0) + G (a.0) fa(a. ) = = fa(a.p) f1(a: D) + f1(a, ) fo(a, )

= —falq,p) f1(q,p) + f1(q,p)(f2(q, p) — ap) = —apfi(q,p) = —ap?

che non & una funzione identicamente nulla. Si vede facilmente che i punti critici sono P;, P> e Ps e linearizzando
attorno a P; e Ps si vede che si tratta di punti instabili. Discuto dettagliatamente il punto Ps: la matrice di

/ 0 1
A () =
(Fs) ( W —1) —a )
Gli autovalori A sono le soluzioni dell’equazione secolare A% + a\ + w?(1 — p?) = 0. Si ottiene, quindi, A2 =

[—a£ /a2 — 4w?(1 — p2)]/2; si verifica facilmente che Re(A1), Re(A2) < 0, quindi il punto Ps ¢ asintoticamente
stabile.

linearizzazione si scrive

Stima del bacino d’attrazione di Ps: lo scopo & determinare un dominio chiuso D C [—, 7] X R tale che per ogni
2% € D la traiettoria z(t) = ¢(t,2") con dato iniziale 2° tenda asintoticamente a Ps, ovvero lim;_ x(t) = Ps.
Prima strategia: il Teorema di Lijapunov. Se esiste una funzione W : [—m, 7] x R — R tale per € > 0 soddisfa
le seguenti quattro ipotesi

— W & definita e di classe C'! nella palla aperta Bp,(¢) centrata in P3 e di raggio €;

— W(Ps) =0e W(z) >0 per ogni z € Bp,(¢) \ {Ps};

— W(z) <0 per ogni « € Bp,(g);
— W(z) < 0 per ogni x € Bp,(¢) \ {P3};
allora il punto P5 & asintoticamente stabile e Bp, (¢) & contenuto nel suo bacino d’attrazione.

Una candidata naturale per W & la funzione

W(q.p) == Hig.p) ~ H(Ps) = 5"+ | 2 (cos” g + p?) — peosg

Il punto P53 & un minimo per la funzione W(q,p) e W(Ps) = 0, quindi & possibile trovare un £ > 0 abbastanza
piccolo tale che le prime due ipotesi del Teorema di Lijapunov siano soddisfatte. Anche la terza ipotesi &
soddisfatta, perché W(q,p) = —ap?® < 0 in Bp,(¢); ma sulla quarta ipotesi la funzione scelta fallisce perché
sul segmento ottenuto intersecando la palla aperta Bp,(g) con Passe p = 0 si ha che W (g, p) si annulla. Pin
precisamente: W (z) = 0 per ogni = € Ip,(¢) := {(¢,p) € [-m, 7] xR : p=0}.

E abbastanza naturale ossservare che l'insieme su cui la funzione W fallisce non ¢ un insieme “molto
interessante” per il moto del nostro sistema, nel senso che non e possibile trovare delle traiettorie costituite
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unicamente da punti di Ip,(g). Infatti: per assurdo sia z(t) = (¢(t), p(t)) una traiettoria che giace interamente
su Ip,(g), allora p(t) = 0 per ogni ¢. Quindi

pt) = 0= 0= fo(q(t), p(t)) = fo(q(t),0) = fa(q(t),0) = q(t) = arcsinp

Allora l'unica traiettoria tutta contenuta in Ip,(g) & il punto di equilibrio P;. A questo punto & ovvio fare
ricorso al Teorema di Barbasin. Se esiste una funzione W : [—7m, 7] x R — R che soddisfa alle prime tre ipotesi
del Teorema di Lijapunov ed esiste un compatto D tale che

41. Py € D;
4.2. se Ip :={x € D\ {Ps} : W(z) =0}, non esistono traiettorie costituite unicamente da punti di Ip;

4.3. D e positivamente invariante;

allora D & contenuto nel bacino d’attrazione di Ps. Si & gia visto che la funzione W (g, p) soddisfa le prime tre
ipotesi del Teorema di Lijapunov. Definisco D come 'insieme compatto costituito da tutti i punti di [0, 7] x R
(seleziono il semipiano g > 0) contenuti all’interno di una curva di livello con energia H = H(P;) —d e d > 0
piccolo, nel senso che § < H(Py) — H(Ps;) = w?(1 — p)?/2. 1l domino D soddisfa la 4.1 per costruzione e la 4.2
in virtu dell’osservazione precedente. Quindi resta da dimostrare che D & positivamente invariante: per fare
cio ¢ sufficiente osservare che sui punti della frontiera di D, ovvero sui punti di I'y il campo f’ punta verso
Pinterno, ovvero (f /, f) < 0, con 7 il versore normale a 'y in un suo punto. E ovviamente possibile calcolare
in modo esplicito il prodotto scalare (f ,, 7Y, ma € anche sufficiente osservare che f & tangente a I'y, perché H
& una costante del moto per il sistema (3.35), e quindi f/ punta verso l'interno di D perché f/ =f+(0,—ap) e
—ap & positivo per p < 0 e negativo per p > 0.

Esercizio 3.6.6. Si consideri il sistema meccanico unidimensionale

T+ fl—‘;(z) =0 (3.38)
con z € R e l'energia potenziale data da V(z) = (z* — 1)(x + 2)?. Si risponda ai seguenti quesiti: 1. si scriva
il principio di conservazione dell’energia. 2. Si studi la funzione energia potenziale e si determino i punti di
equilibrio stabile ed instabile. 3. Si discutano qualitativamente le soluzioni della (3.38) al variare dell’energia
totale del sistema. 4. Si determini 'insieme IT dei dati iniziali che generano orbite periodiche. 5. Si dimostri
che lungo la separatrice il moto € asintotico al punto di equilibrio instabile. Si studi, inoltre, il comportamento
asintotico della separatrice attorno al punto di equilibrio instabile. 6. Si dimostri che per E = 0 esiste un moto
periodico. Se ne stimi il periodo, lo si calcoli esattamente e si confrontino le stime con il valore esatto. 7. Si
scriva come integrale definito il periodo di un moto periodico con energia Vs < E < Vj. Si dimostri che é finito.
Soluzione: la (3.38) descrive il moto di una palla di massa m = 1 sottoposta all’azione della forza f(z) =
—dV(z)/dx = —=2(x + 2)(222 + 2z — 1).

1. Sia E € R il principio di conservazione dell’energia si scrive

H(x, @) := %gﬁ + @ -1)(z+2)?2=F (3.39)

2. Insieme di definizione: la funzione V' (x) ¢ definita su tutto R. Zeri della funzione: =17 = =2, 2o = —1 e
23 = +1. Segno della funzione: V() > 0 se e solo se 2 < x5 e 2 > 3. Derivata: V' () = 2(x+2) (222422 —1).
Punti estremali: 7 = =2, 24 = —(1 4+ \/g)/Z exs = —(1— \/g)/Q; T1 € T5 sono punti di minimo, mentre x4 &
un punto di massimo. Si osserva che 1 < x4 < T2 < x5 < r3. Valore assunto dalla funzione negli estremali:
V3 V3
V(o) =0 Vi:=V(wa) =03 V3?2 Vsi=V(xs) = —5 B+ V3)?

Infine osservo che la funzione diverge positivamente quando x — Fo0. Si ottiene quindi il grafico in Fig. 3.8.
Si osserva che x1 e x5 sono punti di equilibrio stabile, mentre x4 € un punto di equilibrio instabile.

3. Descrizione qualitativa delle soluzioni della (3.38). Considero i seguenti intervalli di energia.
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Fig. 3.8. Grafico dell’energia potenziale e curve di livello.

— E < Vs: V5 ¢ il minimo assoluto della funzione V' (z), quindi per ogni z € R si ha E — V(z) < 0. Non esiste
moto, Zg = 0.

— E = Vs il punto x5 & l'unico punto tale che E — V(x) > 0, allora Zgp = {x5}. La curva di livello ¢ costituita
da un solo punto: Ty = {(z,4) € R? : x = (=1 ++/3)/2, # = 0}. L'unica possibile soluzione di (3.38) ¢ il
punto di equilibrio stabile z(t) = x5.

~ Vs < E < 0: denoto con z¥ < 2F le due soluzioni dell’equazione E — V(z) = 0. L’insieme dei punti
accessibili al moto & l'intervallo Zg = [, 2¥]. La curva di livello I'g = {(z,4) €¢ R? : 2f <z <2 i =
+41/2(FE —V(z)} & una curva chiusa e regolare attorno a (zs,0). Poiché la curva di livello non passa per
nessun punto di equilibirio, allora esiste una sola orbita periodica coincidente con la curva di livello stessa.
I punti 2§ e 2¥ sono i punti di inversione del moto periodico.

— E = 0: le soluzioni dell’equazione E — V(x) = 0, ovvero V(x) = 0 sono i tre punti z1, x2 e 3. L’insieme dei
punti accessibili al moto & Zp = [xg, 73] U{21}. La curva di livello, T'p = {(x,4) € R? : 2y <z < a3, 0 =
+v/2(E -V (x)}U{(z1,0)}, consta di due parti: una curva chiusa e regolare attorno a (xs5,0) ed il punto
isolato (x1,0). Sulla curva I'p giacciono due orbite: il punto fisso stabile x(t) = x1 ed un moto periodico
con punti di inversione x5 e x3.

- 0 < E < Vy: denoto con z¥ E

E < af < 2¥ < 2F le quattro soluzioni dell’equazione E — V(z) = 0; si

ha ¥ < 21 < 28 < 2F < 25 < 2F. L’insieme dei punti accessibili al moto & I'unione di due intervalli
disgiunti: Zp = [#F,2F] U [2¥,2F]. La curva di livello, T = {(z,#) € R? : 2Ff <2z < 2F i =

+/2(E - V(z)}U{(z,7) e R?: 2¥ <2 <2¥ i=4./2(F—V(z)}, consta di due curve chiuse e regolari,

disgiunte e contenenti nel loro interno rispettivamente i punti (z1,0) e (25,0). Su ognuna delle componenti

connesse di I'g giace un’orbita periodica. L’orbita che ruota attorno a (z1,0) ha ¥ e zf come punti di

inversione. L’orbita che ruota attorno a (z5,0) ha 2% e x¥ come punti di inversione.

— E =V, denoto con z¥ < 24 < z¥ le tre soluzioni dell'equazione E — V(x) = 0 (V(z) = V4). L’insieme dei
punti accessibili al moto & l'intervallo: Zr = [#¥, 2F]. 1l punto x4 & un minimo del potenziale, quindi & un
punto di equilibrio instabile. La curva di livello ¢ la separatrice e consta di tre parti: 'y = 'L, UT% UL, ove
L ={(z,2) eR?: 2Ff <z <y, i =42E-V(2)}, T4 = {(24,0)} e T3, = {(z,2) € R?: z4 <z <
¥, & = £/2(F —V(z)}. SuT} e I's, giacciono due orbite asintotiche omocliniche, mentre su I'% giace
Porbita corrispondente al punto di equilibrio instabile x(t) = x4.

— E > Vj: denoto con z¥ < x¥ le due soluzioni dell’equazione E — V(z) = 0. L’insieme dei punti accessibili
al moto & l'intervallo Zp = [z 2¥]. La curva di livello Ty = {(z,4) € R? : 2Ff <2 < 2¥, i =
++/2(F — V(z)} & una curva chiusa e regolare attorno a (z1,0) e (x5,0). Poiché la curva di livello non passa
per nessun punto di equilibirio, allora esiste una sola orbita periodica coincidente con la curva di livello

stessa. I punti #¥° e z¥ sono i punti di inversione del moto periodico.

4. L’insieme dei dati iniziali che generano orbite periodiche ¢ IT = R? \ (T'y, U {(z5,0)}).
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5. Considero 'arco di traiettoria su F‘1/4 con punto iniziale J:‘l/‘*. L’equazione della curva di livello ¢ £ =
/2(Vy — V(2)), quindi il tempo impiegato a raggiungere il punto di ascissa x4 — ¢, con € > 0 piccolo, &

/ W

Il punto 4 & uno zero almeno doppio del polinomio P(z) := V4 — V(z), poiché P(xs) = 0 e V' (z4) = 0.
Pertanto posso scrivere Vy — V (z) = (x — x4)%(az? + bx + ¢) con opportuni a, b, c € R. Si ha az? +bx+c > 0 per
T € [xY“, x4] e inoltre &, ovviamente, limitato nello stesso intervallo chiuso e limitato; quindi esiste un numero
reale e positivo k tale che ax? + bz + ¢ < k per x € [IY4,:L'4]. In conclusione:

e—0
5 00

T _/C”“_E dx >/””4_E dx _/“_E dx _/14_6 dx
L 2V V@) T L k@ —20)? Jos o Ve -2 o V(o —2)

Il moto su I'{, &, dunque, asintotico.

Studio, adesso, il comportamento della separatrice attorno al punto di equilibrio instabile z4. Considero
I'arco di equazione & = /2[Vy — V ()], con & > x4. Pongo P(x) := V4 —V(x) = Vi — (22 —1)(x+2)? e sviluppo
in serie di Taylor in un intorno di z4. Osservo che

P(zs) = ,
() = —V'(z) = P'(z4) =0

P
P (x) = 6(2a:2 +4x+1) = P"(24) =6(v/3—1)

Allora si puo scrivere:

P(z) = %6(\/5 — D)z —24)? +O0((x — 24)®) = 3(\/5 — 1)z —24)* + O((x — 24)*)

quindi I'equazione dell’arco di separatrice diventa:

— \/2 VB —1)(z —24)2 4 O((z — 24)3)] = \/6(\/§ —D)(z—=z4)? |1+ _3(%532;&4_)1)4)2}

= \/6(v3 — D)(@ — )2 [L+ O(( — 22))] = \/6(V3 — Dla — 2] [1 + O((x — 24))]

=4/6(v3 —1)(z — 24) [l + O((x — 34))]

dove nell’ultima uguaglianza si € usato x > z4. Quindi il termine dominante e lineare ed ha pendenza
6(V3—1).

6. In corrispondenza di E = 0 esiste un’orbita periodica con punti di inversione x93 = —1 e x3 = +1, giacente

sulla curva di livello di equazione & = £/2[0 — V(z)] = £+/2(1 — 22)(z + 2)2 = £(2+2)/2(1 — 22). Osservato

che dall’equazione della curva di livello si ha dt = d:c/[(x +2)/2(1 - 372)], il periodo T dell orbita & dato dal

seguente integrale definito:

T/2 +1 dx dx
/0 dt:[1 T D) 2(1_362):@ \f/ v (3.40)

L’integrale (3.40) pud essere calcolato esattamente per mezzo di una della due sostituzione z = sin ¢ oppure
V1—22 = (1 — x)y. Si ottiene T' = 7/6/3 ~ 0.817. Alternativamente al calcolo diretto, & possibile dare una
stima di T riconducendo il calcolo ad integrali semplici. Osservo che nell’intervallo [—1,41] siha 1 <x+42 < 3,

1 1 1
V22 <(z+2)vV1—-22<3v1—-22 = < <
= )\/ - \/ 3VI—22 7 (z+2)V1—22 " V1—2a?

allora

e quindi

f/ﬂsmd f/ m =T+
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In modo elementare, sfruttando le proprieta della funzione arcsin, si ha che

+1 dx

B
1 V1 —22

pertanto T_ = \/§7r/3 ~04TreT,} = V21 ~ 141, E possibile migliorare notevolmente le stime suddividendo
l'integrale e stimando meglio in ogni intervallo la funzione integranda. Per esempio pongo g(z) := (z+2)v1 — x2

T /—“5/2 dx +/—“5/2 dx +/—1/2 dx +/0 d
V2 -1 g(z) —V3/2 g(w) —V2/2 g9(z) —1/2 g9(z)

12 gy v2/2 dx V3/2 dzr 1 odr
[ e [ L
o 9() 1/2 g9(z) V2/2 g(z) V3/2 g9(z)

A questo punto osservo che

e scrivo:

T+2<2-v3/2 se —1<x<-V3/2, r+2<2-v2/2 se —V3/2<z<—2/2

r+2<2-1/2 se —/2/2<z<-1/2, r+2<2 se -1/2<2<0
r+2<2+4+1/2 se 0<x<1/2, T+2<2+v2/2 se  1/2<3<+2/2
T+2<24+3/2 se V2/2<z<3/2, r+2<3 se V3/2<z <1

e quindi usando la decomposizione precedente dell’integrale definito che fornisce il periodo si ottiene

rxvi{s L [ s LT sl e 5+ S 5 b+ 3

e ROt R ER KL R

47 2 1243 ,
—Vord 4 22T Vel
\/_ﬂ{180+21+ 78 } -

Si trova T ~ 0.757; quindi la stima dal basso e stata notevolmente migliorata. Analogamente si puo procedere
per la stima dall’alto; mi limito a dividere I'integrale in due soli pezzi:

r=A{ [ )

eosservoche z+2>1se —1 <z <0, mentre z +2>2se 0 <z < +1. Allora si ha:

Tﬁﬁ{/_ol\/%—i—/oﬂw%}:ﬁ{{()—kg}+%[g—0}}ZZ\@W::T;

che migliora la stima dall’alto, infatti T;_ ~ 1.067.

7. Sia E tale che V5 < E < Vj. Dalla discussione precedente si ha che esiste almeno un’orbita periodica. Scelgo
Porbita che ruota attorno a x5 e denoto con a < b i due punti di inversione: a,b dipendono da E, ma per
semplicita ometto questa dipendenza nella notazione. Osservo che b > 0 mentre a puo essere sia positivo che
negativo. Dall’equazione dz/dt = /2[E — V()] si ottiene

(3.41)

/Omdt/abﬁ:ﬁﬁ/ab\/%

ove si & definito P(z) := E — V(z). Dimostro che I'integrale (3.41) & convergente e quindi che il periodo & finito:
si osserva che a e b sono zeri del polinomio P(z), ma le inequzioni P’ (a) # 0 ¢ P’ (b) # 0 implicano che si tratta
di due zeri semplici. Allora si puo scrivere:

P(z) = (z —a)(b — z)(a12* + asx + a3)
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con opportuni numeri reali ay, as e ag. Inoltre il trinomio a122 + asx + as € strettamente positivo nell’intervallo
[a,b]. In conclusione la funzione /P(z) & un infinitesimo di ordine 1/2 in a e in b, quindi l'integrale (3.41) &

convergente.

Esercizio 3.6.7. Si consideri il sistema meccanico unidimensionale

Z+ d—v(x) =0 con V(z)= 11 (3.42)
dz

z € R. Sirisponda ai seguenti quesiti: 1. si scriva il principio di conservazione dell’energia. 2. Si studi la funzione
energia potenziale e si determino i punti di equilibrio stabile ed instabile. 3. Si discutano qualitativamente le
soluzioni della (3.42) al variare dell’energia totale del sistema. 4. Si determini 'insieme II dei dati iniziali che
generano orbite periodiche. 5. Si dimostri che il dato iniziale (2°,4°) = (1/2,0) genera un’orbita periodica. Si
scriva il periodo di tale orbita come integrale definito.
Soluzione: la (3.42) descrive il moto di una palla di massa m = 1 sottoposta all’azione della forza f(r) =
—dV (z)/dx = — (422 — 6) /2.
1. Sia E € R il principio di conservazione dell’energia si scrive

1 1 1

2. La funzione V(z) ¢ definita su R\ {0} ed ¢ pari (simmetrica nello scambio © — —z). Zeri della funzione:

21 = —1 e 3 = +1. Segno della funzione: V(xz) > 0 se e solo se —1 < z < +1 e z # 0. Derivata:
V'(z) = (42% — 6)/2". Punti estremali: 23 = —/3/2 e 24 = \/3/2; 21 e x5 sono punti di minimo. Si osserva
che z3 < z1 < 2 < z4. Valore assunto dalla funzione negli estremali: Vp := V(z3) = V(x4) = —4/27. Infine

osservo che lim, 1o V(z) = 0. Si ottiene quindi il grafico in Fig. 3.9. Si osserva che x3 e x4 sono punti di
equilibrio stabile.

3. Descrizione qualitativa delle soluzioni della (3.42). Considero i seguenti intervalli di energia.

- E < Vp: V ¢ il minimo assoluto della funzione V' (z), quindi per ogni z € R si ha E — V(z) < 0. Non esiste
moto, Zg = 0.

— E =Vp: i punti 23 e 24 sono gli unici punti tali che £ — V(x) > 0, allora Zg = {z3,24}. La curva di livello
& costituita da due punti: T'g = {(x3,0), (24,0)}. Le uniche soluzioni di (3.42) sono i punti di equilibrio
stabile z(t) = x3 e z(t) = 4.

— Vo < E < 0: denoto con ¥ < 2f < 2F < 2F le quattro soluzioni dell’equazione E — V(x) = 0. L’insieme
dei punti accessibili al moto ¢ Tg = [zF, 28] U [2F,2F]. La curva di livello, T'p = {(z,%) € R?: 2F <z <
2 i =4+2(E-V(z)} U{(z,2) e R?: 2¥ <z <az¥ i=+,/2(F—V(x)}, consta di due curve chiuse
e regolari, disgiunte e contenenti nel loro interno rispettivamente i punti (z3,0) e (z4,0). Su ognuna delle

componenti connesse di I'z giace un’orbita periodica. L’orbita che ruota attorno a (x3,0) ha z¥ e zf come

punti di inversione. L’orbita che ruota attorno a (z4,0) ha 2% e ¥ come punti di inversione.

- E=0: 21 =—-1¢exzy = +1 sono le due soluzioni dell’equazione E — V(z) = 0 (V(z) = 0). L’insieme
dei punti accessibili al moto ¢ ZTp = (—o00, 1] U [x2,00). La curva di livello consta di due componenti
aperte e disgiunte: I'y = T'LUT% ove I'h, = {(z,2) € R? : = < z1, & = £/2(E-V(z)} e % =
{(z,2) € R? : z > x9, & = £/2(E —V(x)}. SuTL e I'} giacciono due orbite asintotiche omocliniche
rispettivamente a (—o00,0) e (+00,0). Si osserva che le particelle si avvicinano all’infinito con velocita nulla,
infatti & = £4/2[F — V(z)] = £1/—2V(z) — 0 nel limite £ — £oo. In altri termini: le curve di livello si

avvicinano asintoticamente a zero.

— E > 0: denoto con z¥ e xf’ le due soluzioni dell’equazione E — V(z) = 0. L’insieme dei punti accessibili
al moto ¢ Zp = (—o0,z¥] U [#F,00). La curva di livello consta di due componenti aperte e disgiunte:

I'g=TLUTZ ovel'L, = {(z,2) eR?: z< 2P 2 =%2/20BE-V(2)} eT% ={(z,2) eR?: z>2F i=
+/2(E — V(x)}. SuT} e I'% giacciono due orbite asintotiche rispettivamente a +0o0 e —oo. Si osserva che
le particelle si avvicinano all’infinito con velocita finita, infatti & = 4+/2[E — V(z)] — £v/2E nel limite
x — £o00. In altri termini: le curve di livello hanno un asintoto orizzontale.

4. L’insieme dei dati iniziali che generano orbite periodiche &

= {(z" 2% eR?: Vy < H(z",2°) = =(2°)? + V(2") < 0}

N =
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Fig. 3.9. Grafico dell’energia potenziale e curve di livello. I versi di percorrenza sono gli stessi su tutte le curve
di livello.

5. Considero il punto Py = (v/2,0) e osservo che H(Py) = 0%/2+ V(1/2) = —1/8. Pertanto i risultati del punto
precedente e l'osservazione Vp < —1/8 < 0 implicano che il punto Py origina un’orbita periodica. Risolvendo
lequazione V(x) = —1/8 si ottengono i punti di inversione del moto &1 = V/ VB —1 < &9 = /2. Infatti,
V(x) = —1/8 ¢ equivalente a 2° — 82 4+ 8 = 0; da quest’ultima si ottiene (z — 2)?(z* + 222 — 4) = 0 utilizzando
il metodo di Ruffini oppure osservando che

20— 822 +8 =25-822+16—-8=25—-8—8(2% —2) = (22 — 2)(2? + 222 + 4) — 8(2? — 2)
= (22 = 2)(z* + 222 +4 - 8) = (2% — 2)(a* + 222 — 4)

Infine si ottengono le soluzioni #; e Z3. Dall’equazione dx/dt = \/2[E — V(z)] si ottiene

34
— T =4 L

T/2 V2
/ /¢— \/T ST Vb + 822 -8

Esercizio 3.6.8. Si consideri il sistema meccanico unidimensionale

d
z+—v( )=0 con V(z)=1—cosz e

<z<
dx

(3.44)

wlzx

™
2
Si dimostra che se la particella ha energia totale £ = 1 allora esiste un’orbita periodica con punti di inversione
x1 = —m/2 e x9 = 7/2: se ne scriva il periodo come integrale definito e se ne dia una stima.

Soluzione: dal principio di conservazione dell’energia si ottiene & = +4/2[F — V(z)]. Pertanto, lungo l'orbita
con energia ' =1, si ha & = ++v/2cosx. Integrando la precedente si ottiene:

T/2 w/2 dx \/_
dt = — — ——=T=2
/0 /W/Q \/2COSI 2 \/_/ Vcosx / Vcosx

ove nell’ultima implicazione si & utilizzata la parita della funzione coseno. Per stimare I'integrale possiamo
riscriverlo utilizzando le formule parametriche cosz = (1 — tan?(z/2))/(1 + tan?(z/2)):

‘Q\f/ COSI‘M/ i [ ‘M/¢+t2—
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Fig. 3.10. Comportamento asintotico di una curva di livello (a) e di una separatrice (b).

con l'ultimo integrale ottenuto per mezzo della sostituzione ¢t = tan(z/2). A questo punto si puod osservare che
nellintervallo 0 < ¢t < 1siha 1 <1+t? <2, quindi si ottengono le stime

1
dx
T_::4\/§/ §T<4\/_/ =T
0 V21— 12) \/142 *
e quindi T_ = 27 e T = 2v/27. Infine, posto Ty := (T +T4)/2 =7(1+V2) e AT =T, —T_ =2r(v/2 1)

si ha l’errore relativo:

AT 2 2—-1

22 2r(v2-1) — 0.343

v 7(V2+1)
E possibile stimare dall’alto il periodo in modo alternativo agendo sull’integrale di partenza: nell’intervallo
0<z<m7/2slhacosx >1—2x/m. Quindi si ottiene la nuova stima:

/ /2 dx T Uody
T:2\/§/ 7:2—\/5/7:27{\/5
+ o 1-2z/7 2 o VI—y

Osservo che T_L = /2T, quindi la nuova stima & decisamente peggiore della precedente.

Esercizio 3.6.9. Si consideri il sistema meccanico unidimensionale i + dV/dx = 0 con V(x) di classe C! su
R. 1. Sia 2o € R tale che la curva di livello con energia Vj := V(zg) & chiusa, regolare e definita in [z¢, z1] per
x1 > o opportuno. Si studi il comportamento della curva di livello in un intorno di zg. 2. Sia z¢ un punto
di massimo relativo per V(z). Si studi il comportamento della separatrice in un intorno di zq (si veda anche il
punto 5 dell’Esercizio 3.6.6).

Soluzione: 1. dal principio di conservazione dell’energia si ha che ’equazione dell’arco di curva di livello nel
semipiano & > 0 & & = 1/2[Vp — V(z)]. Pongo P(x) = 2[Vh — V(x)] ed osservo che

~ P'(z) = =2V (x).

~ P(z) =0 e P'(x0) #0,

infatti V(zg) = Vo e 2o non € un punto estremale di V(x). Scrivo lo sviluppo in serie di Taylor di P(z) in un
intorno destro di xg:

P(z) = P(zo) + P (z0)(x — o) + 'P "(z0)(x — 20)? + O((z — m0)?) (3.45)

2!

Poiché la derivata prima della funzione P(z) non si annulla in zy posso arrestare lo sviluppo al primo ordine e

O((z — x0)?)
P'(z)(z — x0)

scrivere

’ ’

P(x) =P (x)(z —x0) + O((x — 1’0)2) = P (zo)(z — x0) {1 +

’

= P (zo)(z — o) [1 4+ O(x — z0)]
Quindi per la curva di livello ottengo:
z=+/P \/P (xo)(x — 20) [1 + O(x — 20)] \/P (20)( 0)1/2[1—1-0(95—950)]

Conclusione: la curva di livello in un intorno piccolo di xy € ben approssimata dalla radice quadrata di x — zg
(si veda la Fig 3.10(a)), in particolare ha tangente verticale.

2. Lo studio procede come al punto precedente, ma in questo caso P’ (20) = 0 perché z( & un punto di massimo
per il potenziale V(z). Allora non ha senso arrestare lo sviluppo (3.45) al primo ordine, devo considerare le
derivate successive. Alcuni casi:
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~ se P” (x0) # 0, allora arresto lo sviluppo al secondo ordine ed ottengo

1

P @)z — 20)? [+ Oz — 20)] = & = 1| - P" (z0)(& — 20) [1 + Oz — )]

Pla) = 2!

La separatrice & ben approssimata da una retta di pendenza /P"(x)/2! in un intorno piccolo di zg (si veda
la Fig. 3.10(b)).
~ Se P"(x0) =0 e P (x0) # 0, allora arresto lo sviluppo al terzo ordine ed ottengo

Pla) = %PW (20)(x — 20) [L + Ol — w0)] = & = %P”’ (20)(z — 20)*"2 [1 + O — z0)]

La separatrice ¢ ben approssimata dalla curva /P (x0)/3!(z — x0)*/? in un intorno piccolo di z¢. La
separatrice ha tangente orizzontale (si veda la Fig. 3.10(b)).
~ Se P"(z0) = P (x0) =0 e P (x0) # 0, allora arresto lo sviluppo al quarto ordine ed ottengo

L P ao) (@ — 20) 1 + O — 20)] = & =

o L P o) (@ — 20)2 [1 + O — 70)]

Pz) = Al

La separatrice & ben approssimata dalla parabola /P (xg)/4!(x — z0)? in un intorno piccolo di x¢. La
separatrice ha tangente orizzontale (si veda la Fig. 3.10(b)).

3.7. Moti centrals.

Si consideri una particella di massa p che si muove in R?® sottoposta all’azione di una forza
conservativa f(7), con 7 = (x,vy, z) € R3, derivante da un potenziale centrale V (r), con r = |7].
L’equazione del moto si scrive:
iy fir) = ~VV(r) = v () (3.40)
— = f(r ove r)=— r)=——7VIr .
e dr
Si dimostra che il momento angolare della particella L= JT7 7 ¢ una costante del moto. Il
moto ¢ quindi planare e si svolge in un piano ortogonale a L e passante per l'origine. Se su
questo piano si definiscono le coordinate polari p e 6, allora si ha che le equazioni del moto

assumono la forma
p1p =~ Vesr(p)
(3.47)

f = L
pp?

ove L € R e la componente del momento angolare lungo 1’asse ortogonale al piano su cui si
svolge il moto e V g e il potenziale efficace

L2

e (3.48)

Vet (p) =V (p) +

Alcuni commenti:
— il moto radiale della particella e stato ricondotto al moto unidimensionale di una particella
di massa u sottoposta all’azione di una forza derivante dal potenziale Vg.

— Il moto angolare e integrabile se & nota la soluzione dell’equazione radiale. Formalmente:

0(t) = 0(0) —i—/o dsu;ﬂ(s)

Si puo osservare che 6 ha segno definito ed uguale a quello di L, quindi la particella ruota
attorno all’origine sempre nello stesso verso.
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— Se L # 0, 'equazione dell’orbita p = p(f) & soluzione delle due seguenti equazioni differen-
ziali, note rispettivamente come prima e seconda forma dell’orbita:

dp pup* 2 d*u wod 1
L2 JZIE-V, —=———— Vg | = 3.49
a9 V5! n(p) a2 =~ " L2du |\ (349)
ove u=1/p.
Esercizio 3.7.2. Si consideri una particella di massa p sottoposta all’azione di una forza centrale di potenziale
B R
V(r)= 5"~ 5" (3.50)

1. Si scrivano le equazioni del moto ed il principio di conservazione dell’energia. 2. Si disegni il grafico del
potenziale efficace. 3. Si discuta qualitativamente il moto della particella e si dimostri che se il momento
angolare L e abbastanza piccolo allora esistono due moti circolari uniformi. Se ne determinino i periodi T} e
Ty < Th. 4. Sia p; il raggio dell’orbita con periodo 73. Si studi il moto della particella con momento angolare
L posta in p(0) = p1 con velocita radiale iniziale 7(0) = y/2e/p, con € > 0 piccolo. 5. Si ponga e si studi il
problema analogo al caso 4 per l'orbita di periodo T5.

Soluzione: 1. il moto su un piano ortogonale a L viene descritto in termini delle coordinate polari p e 6. Si
considera il potenziale efficace

L 1, 14 L?

v -V — -2 _ 3.51
ett(p) = V(p) + 57 3" 6" Yo (3.51)
Usando (3.47) si ottengono le equazioni del moto:
{ AP (352)
="
mp
Sia E € R, il principio di conservazione dell’energia si scrive come segue:
1 1 1 1 L?
FEe — 2 Ve ~2. 22 15 3.53
o Ve =g g — e g s (3.53)
2. Studio la funzione potenziale efficace: osservo che lim, . Veg(p) = —00 e lim,_.o Veg(p) = +00. Calcolo la

3

derivata prima: Vg = p — p® — L?/up®. L’equazione V.g = 0 non ha soluzioni reali se L2 > y/4, mentre ne ha

due distinte

N | —
e~ =

0<p1= +

L2
7_<p2:
I

L2
I

nel caso L? < u/4. 1l caso L? > u/4 & semplice, studio in dettaglio il caso interessante L? < u/4. I punti
estremali p; e p2 sono rispettivamente un punto di minimo e di massimo. Si pone Vi := Veg(p1), Va := Ve (p2)
e si trova

1 1
0<V1:—[u+4L2— uu—4L2}<ng—{u+4L2+ uu—4L2}
611p7 ( ) 6103 ( )

Il grafico del potenziale efficace e rappresentato in Fig. 3.11.

3. Descrizione qualitativa delle soluzioni delle equazioni (3.52). Studio ’equazione radiale ed ottengo infor-

mazioni sul moto della palla p. Considero i seguenti intervalli di energia:

~ E < Vi: denoto con p¥ la sola soluzione dell’equazione E — Veg(p) = 0. Il moto & ammissibile nella regione
p > pP. Esiste un’orbita illimitata.

— E = V;: le due soluzioni dell’equazione E — Vog(p) = 0 sono p; e pE > pp. Il moto & ammissibile nella
regione {p1} U [p¥, +00). Esiste un’orbita illimitata ed un’orbita a distanza fissa dall’origine: p(t) = p.
Quindi esiste un moto circolare. Per il moto circolare posso scrivere 'equazione radiale: § = L [(up*(t)) =
L/(1p?). Quindi la velocitd angolare & costante: il moto & circolare uniforme. Infine, il periodo del moto &
Ty = 27/0 = 2rpp? /L.
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Fig. 3.11. Grafico del potenziale efficace.

— Vi < E < Va: denoto con p¥ < p& < p¥ le tre soluzioni dell’equazione E — Vog(p) = 0. Il moto & ammissibile
nella regione [p¥, pf’] U [p¥, +00)]. Esiste un’orbita illimitata che si svolge nella regione p > p¥ ed un’orbita
limitata che si svolge nella corona circolare di raggio interno p¥ e raggio esterno p& .

— E = Vi le due soluzioni dell’equazione E — Veg(p) = 0 sono pz e p© < py. Il moto & ammissibile nella
regione [p¥, +00). Esistono due orbite illimitate ed asintotiche a p2, un’orbita limitata che si svolge nella
corona circolare di raggi p¥ e py e che ¢ asintotica a py. Infine esiste un’orbita a distanza fissa dall’origine:
p(t) = p2. Quindi esiste un moto circolare. Per il moto circolare posso scrivere ’equazione radiale: 6 =
L/(up*(t)) = L/(1p3). Quindi la velocita angolare & costante: il moto ¢ circolare uniforme. Infine, il periodo
del moto & Ty = 27/6 = 2mpup3/ L.

— E > Va: denoto con p¥ la sola soluzione dell’equazione E — Veg(p) = 0. Il moto & ammissibile nella regione
p > pP. Esiste un’orbita illimitata.

4. Fissato il momento angolare L della particella, 'orbita circolare uniforme p(t) = p; & ottenuta con una
condizione iniziale p(0) = p1, p(0) = 0, (0) = L/(up?) e 6(0) arbitrario (per esempio A(0) = 0). In altri
termini la particella viene posta a distanza p; dall’origine e viene lanciata con velocita angolare 6(0) = L/(uup?)
tangenzialmente alla circonferenza di raggio p; centrata nell’origine (Fig. 3.12a). Ora si considera la medesima
condizione iniziale, ma con una piccola velocita radiale p(0) = 1/2¢/u (Fig. 3.12b). Osservo che energia radiale
della particella e

1,
E= 5#02(0) + Ver(pr) =Vi+e>W

quindi Porbita non & circolare, ma si sviluppa all’interno di una corona circolare di raggi pi(e) < pa2(e). Mi
pongo il problema di descrivere 'orbita della particella per piccoli valori di e (al primo ordine in ¢).
In primo luogo determino i due raggi p1(e) < p2(e): devo risolvere 'equazione E — Vog(p) = 0. Pongo
p=p1+0 cond € R piccolo e risolvo I'equazione sviluppandola al secondo ordine in 4.
L2

1 1
E—Veg(pr +0) =0=Vi+e—S(p1 +0)* + =(p1 +9)° — 7 =0
2 6 2upt(1+ 22 + %)

Troncando lo sviluppo delle potenze dei binomi e della serie geometrica al secondo ordine in J si ha:

1 1 L2 25 42 25 §2\°

%+s——f+ﬂ@ﬁ+—#ﬂﬁ@5———-1—C—+—)+(—+—> =0

3 (11 6 ¥ D 2003 p1 P} p1 P}

Arrestando lo sviluppo del termine in parentesi quadre al secondo ordine in § si ha:
1 1 L? 20 362
Vi +e— =(p?+20p1) + = 6+655——[1——+—}:O
1 5(P1+20p1) + 2 (pY + 63p7) 2 2

A questo punto si osserva che i termini non dipendenti da ¢ ricostruiscono —Veg(p1) = —V1 ed i coefficienti dei
. . . .. . . ’ . . . . . . .
termini lineari in ¢ ricostruiscono —V_4(p1) = 0, quindi '’equazione si semplifica notevolmente e si ottiene

1
2upt

5% (upt — bupl +3L%) =0 => 6 = + %

e —

ove si & posto A = (upT — dupt + 3L2)/2upi > 0. In conclusione se la particella con energia Vi + € viene posta
all’istante iniziale in p(0) = py, allora essa avra un’orbita limitata che si svolge all’interno della corona circolare
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Fig. 3.12. Condizioni iniziali: (a) per 'orbita circolare; (b) per una piccola deviazione dall’orbita circolare.

di raggi

P1(5)=P1—\/% <p2(e) =p1+ %

Determinazione della legge oraria radiale al primo ordine in e: devo integrare ’equazione che si ottiene dal
principio di conservazione dell’energia E = pp?/2 + Veg(p). Poiché p1(e) < p < pa(e) sviluppare equazione
precedente al primo ordine in € vuol dire arrestare lo sviluppo di Veg(p) in p — p1 al secondo ordine. Quindi:

Vir(p) = Vear (o) + Vi) — p1) + 3V (1) (o — p1)” + O((p — p1)®) = Vi + Alp — pa)? + O((p — p1)?)

Sostituendo nel principio di conservazione dell’energia si ottiene ’equazione differenziale

p* = % [e — Alp— p1)?]

che puo essere integrata con condizione iniziale p(0) = p; per ottenere

p(t) = p1+ \/gsin <\/%t>

Pertanto durante la rivoluzione attorno all’origine, la particella compie radialmente oscillazioni di periodo Tosc =
27/ 11/2A ed ampiezza /e/A. E interessante osservare che se il periodo di rivoluzione viene approssimato con
T, allora

TOSC L2

Tiv — \ ot —5upf +3L2
che & una funzione strettamente crescente da 1/2 a 400 nell’'intervallo 0 < L < +/u/4. quindi il periodo di
oscillazione € la meta di quello di rivoluzione per L — 0, mentre ¢ molto maggior di quello di rivoluzione per L

grande. In altri termini: la nuova condizione iniziale perturba poco il moto circolare uniforme se L & grande,
mentre lo perturba pesantemente se L e piccolo.

5. Fissato il momento angolare L # 0 considero la condizione iniziale p(0) = pa, 0(0) = L/up3 e p(0) = /2 /p.
Si verifica facilmente che ’energia totale radiale € £ = V5 + e. Allora 'orbita della particella ¢ illimitata e la
particella si allontana indefinitamente da p(0) = p;. E possibile stimare in modo molto “rozzo” la legge oraria
radiale:
1 .9 -2 2
E = —pp* + Ve (p) = p :;[

72[ 2e
5 =

E — Vg (p)] p V2+57Veﬁ»‘(0)]Z%[Verereff(Pz)]:g ;

da cui si ottiene p(t) > p1 + +/2¢/ut.

Esercizio 3.7.3. Si consideri una particella di massa u sottoposta all’azione di una forza centrale di potenziale
g

V(r)=kr"+— (3.54)
r

con k > 0. 1. Si scrivano le equazioni del moto ed il principio di conservazione dell’energia. 2. Si disegni
il grafico del potenziale efficace nel caso v := 1 + 2ua/L? > 0. 3. Si discuta qualitativamente il moto della
particella e si dimostri che esiste un moto circolare uniforme di raggio pg. Se ne determinini il periodo Tp. 4.
Sia Vo = Ve (po): si scriva 'equazione dell’orbita per moti con energia E > V4. 5. Si dica per quali valori di «
Porbita determinata al punto 4 & chiusa.
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Soluzione: si veda la soluzione di [8] per il moto armonico in tre dimensioni.

3.8. Serie di Fourier e equaziont differenziali ordinarie

Nel Paragrafo 3 si € mostrato come uno dei problemi legati alla risoluzione di un’equazione
differenziale ordinaria a coefficienti costanti sia la determinazione di un suo integrale particolare.
Si e citato il metodo generale di variazione delle costanti arbitrarie e si € sottolineato come sia di
applicazione difficile e macchinosa. Si e visto, inoltre, che spesso conviene cercare la soluzione in
una forma scelta “ad hoc” per il termine noto f dell’equazione (3.5): tale soluzione “putativa”
contiene costanti sconosciute a priori che possono essere determinate sostituendo la soluzione
nell’equazione stessa, si rimanda all’Esempio 3.7. Come verra illustrato nei quattro esempi
seguenti tale tecnica e di semplice applicazione nel caso in cui il termine noto ¢ costante o
sinusoidale.

Esempio 3.8. Carica del condensatore. Si consideri il circuito RC' illustrato nell’Esercizio 3.8.3, si denoti con
q la carica sul condensatore e con I la corrente che scorre nella maglia. Si supponga che il potenziale esterno
applicato al circuito sia Vi (t) = 0set < 0e Viy(t) = Vo se t > 0. L’andamento della carica ¢(t) sul condensatore
a tempi positivi & regolato dall’equazione di Kirchoff ¢ 4+ ¢/7 = Vj/R, ove si & introdotta la costante di tempo
del circuito 7 := RC. L’integrale generale dell’equazione omogenea & dato da qom(t) = cexp{—t/7} con c € R

una costante arbitraria che andra determinata a partire dalla condizione iniziale. Per determinare una soluzione
particolare della completa si prova con g(t) = a con a € R: sostituendo nella completa si ottiene

d

Eq

1. W a W ™Vo
THIT R TITTR TR 0
E quindi la soluzione della maglia & ¢(t) = CVy+cexp{—t/7}; se si suppone che all’istante iniziale il condensatore

fosse scarico, ovvero ¢(0) = 0, si pud determinare la costante arbitraria ¢
q(0) =0 = CVy+cexp{-0/7} =0 = CVy+c=0 = ¢c=-CW

e scrivere 'unica soluzione del problema di Cauchy ¢(t) = CVy — CVyexp{—t/7} = CVp(1 — exp{—t/T}).

Esempio 3.9. Funzione di trasferimento. Si consideri il circuito RC' illustrato nell’Esercizio 3.8.3, si denoti con
q la carica sul condensatore e con I la corrente che scorre nella maglia. Si supponga che il potenziale esterno
applicato al circuito sia Vi,(t) = VpsinQt. L’andamento della carica ¢(t) sul condensatore a tempi positivi
¢ regolato dall’equazione di Kirchoff ¢ 4+ q/7 = Vi/R, ove si ¢ introdotta la costante di tempo del circuito
7:= RC. L’integrale generale dell’equazione omogenea ¢ dato da qom(t) = cexp{—t/7} con ¢ € R una costante
arbitraria che andra determinata a partire dalla condizione iniziale. Per determinare una soluzione particolare
della completa si prova con g(t) = acos Qt 4+ bsin Qt con a,b € R: sostituendo nella completa si ottiene

—aQ +b/7 =Vy/R

1 \%
—af) sin Qt + b cos Ut + ;(acoth+bsith) = Eosith = { b2+ aj7 =0

Si ha, quindi,

V()CTQ V()C — VOC .
a:7m7 e b:m = q(t):m(SIHQthQCOSQt)

Moltiplicando e dividendo per v/1+ 7202 e introducendo langolo ¢ tale che cosp = 1/v1+ 7202 e sing =
—Q7/v/1 4 7202 si puo scrivere

= WoC ( ! sin Qt — ﬂ cos Qt) = Voic
V147202 \ V1 + 1202 1202 V147202

L’integrale generale dell’equazione del circuito & ¢(t) = q(t) + cexp{—t/7}; per tempi abbastanza grandi, a

q(t) sin(Qt + ¢)

regime, il transiente esponenziale puo essere trascurato e quindi la carica sul condensatore oscilla sinusoidalmente
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con pulsazione ). E interessante scrivere a regime lespressione del potenziale Vi := ¢/C ai capi del condensatore
e di quello Vi := IR ai capi della resistenza

_2_ Vo V _,R_ VoTQ
0 Virow T AT e

Nei due casi si hanno rispettivamente le seguenti funzioni di trasferimento:

Ve sin(Qt 4+ ) e cos(Qt + )

Ac(9) = max |[Vo(t)| 1 e An(Q) = max [Vr(t)| 7
max [Vin(t)] V1 + 7202 max |V (£)] 1+ 7202

ove il massimo va inteso rispetto al tempo. Nel primo caso si ha un comportamento passa—basso perché le alte

frequenze vengono inibite, mentre nel secondo caso si ha un comportamento passa—alto perché vengono inibite

le basse frequenze.

Esempio 3.10. Si consideri I’equazione del moto di un elemento di massa m vincolato a scorrere sull’asse z,
sottoposto all’azione di una forza elastica di costante & > 0 centrata nell’origine e di una forza esterna costante
f(t) = fo per t € R. L’equazione del moto & presto dedotta a partire dall’equazione di Newton, ovvero dalla
seconda legge della dinamica, infatti:

m
ove si ¢ introdotta la pulsazione propria del sistema w := \/k/m. Si vuole determinare l'integrale generale

dell’equazione del moto: 1’equazione caratteristica & A2+w? = 0 e ha le due radici complesse coniugate A+ = Fiw.
L’integrale generale dell’omogenea € xom(t) = ¢1 coswt + cosinwt. Un integrale particolare puo essere cercato
nella forma Z(t) = a con a costante reale da determinare sostituento la soluzione T all’equazione del moto:

d*z
—x—i-wQE:@ == 0+w2a:& = a= fo
dt? m m mw?
L’integrale generale dell’equazione del moto e dato quindi da
Jo

2(t) = xom(t) + T(t) = ¢1 coswt + co sinwt +

mw?

Esempio 3.11. L’oscillatore armonico forzato. Si consideri il problema posto nell’Esempio 3.10 nel caso in
cui la forza esterna oscilla sinusoidalmente f(t) = focos(Qt + ¢) per t € R, con ¢ € R e Q € RY fissati.
Si determina un’integrale particolare dell’equazione del moto. Per determinare 'integrale particolare della
completa si distinguono due casi.

Caso 1. Assenza di risonanza: €2 # w. Si cerca una soluzione particolare nella forma T(t) = C cos(Qt + ).
Sostituendo nella completa si ottiene

Jo

w2 — 02

Y=

€= fofwr—a2) = "=

—02C cos(Qt+10) +w?C cos(Q+1h) = focos(Qt+¢) = { cos(Qt+p)
Si osserva che con il tendere di €2 a w ’ampiezza delle oscillazioni di pulsazione €2 tende a divergere. Il secondo
caso trattera della situazione risonante.

Caso 2. Presenza di risonanza: ) = w. Si cerca una soluzione particolare nella forma Z(t) = Ctcos(wt + ).

Sostituendo nella completa si ottiene

v=p+7/2

—2wC'sin(Qt + ) — w?tC cos(wt + ) + w?tC cos(wt + 1) = fo cos(wt + p) = { C = —fo/(2w)

Pertanto si ottiene 'integrale particolare dell’equazione del moto

Jo

Z(t) = ~% t cos (wt+<p+ ﬁ) = ;—ztsin(wt—&—ap)

2
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Si osserva che 'ampiezza delle oscillazioni cresce linearmente con il tempo e che le oscillazioni sono sfasate di

novanta gradi rispetto alla forzante esterna.

Gli Esempi 3.9 e 3.11 mostrano che nel caso di termine noto sinusoidale ¢ abbastanza
agevole determinare un integrale particolare di un’equazione differenziale ordinaria lineare a
coefficienti costanti. D’altro canto lo sviluppo in serie di Fourier di una funzione periodica
abbastanza regolare permette di scrivere una funzione periodica come somma di componenti
sinusoidali. Idea: se il termine noto € periodico lo si sviluppa in serie di Fourier, si risolvono
le infinite equazioni differenziale ottenute ponendo come termine noto le singole componenti
dello sviluppo di Fourier, si invoca la linearita dell’equazione di partenza per scrivere un suo
integrale particolare sommando tutti gli integrali particolari cosi ottenuti.

Si considera, quindi, una funzione f : R — R periodica di periodo 2L e si suppone che la
sua restrizione all'intervallo [—L, L] soddisfi alle ipotesi del Teorema 2.2. Come al solito ci si
limita a considerare il caso L = 7, la generalizzazione al caso di periodo generico ¢ immediata.
Si considera, poi, I'equazione differenziale ordinaria di grado n lineare e a coefficienti costanti

dpx™ + dpy 2™+ diaW - dox = f(2) (3.55)

ove d; € R peri=0,...,n. Siconsidera, ora, lo sviluppo in serie di Fourier (2.6) della funzione
f e si determina una possibile collezione di funzioni ay, con k > 0, e (i, con k > 1, in modo
che siano soddisfatte le seguenti equazioni differenziali:

dna((]n) 4+ 4 dla(()l) + dan _ aO/ o
d”al(cn) +ot d104121) + doag = (a/V2m)coskx  k>1
dnﬁi(cn) +-ot dlﬁ,ﬁl) + dofBr = (br/V27)sinkx E>1

In virtu della linearita dell’equazione differenziale (3.55) si ha che la funzione definita mediante
la seguente serie, supposta convergente,

T(t) == ao(t) + 3 lan(t) + Bu(t)]

¢ soluzione dell’equazione differenziale (3.55).

Esempio 3.12. Si consideri il sistema oscillante introdotto nell’Esempio 3.10 e si supponga che la forza esterna
f(¢t) sia periodica di periodo 27 e che la sua restrizione all'intervallo [—m, 7] sia fo|t|, con fo € R. Si vuole
determinare l'integrale generale dell’equazione del moto scegliendo le costanti in modo che k = 9m e fo = m.
L’integrale generale dell’lomogenea associata € Zom () = ¢1 cos 3t + co sin 3t. Si sviluppa la funzione f(t) in serie
di Fourier e si ottiene -

1 T 4 1

—ft)==—— ———cos(2k + 1)t

mf() 2 ﬂ];)(QkJrl)? (2k+1)
Procedendo come nell’Esempio 3.10, per la prima componente dello sviluppo si trova che la corrispondente
equazione differenziale & + 9z = 7/2 ha soluzione particolare a(t) = m/18. Per la componente k—esima si ha
I'equazione differenziale

. 4 1
T+ 91 =—— — coswit
T Wi,
ove si € posto wg := 2k 4+ 1 per ogni k > 0. Per la determinazione di un suo integrale particolare si procede
come nell’Esempio 3.11 e si trova
4 1
ag(t) = cos wit

T w(9—w?)
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Fig. 3.13. A sinistra: grafico delle prime dieci somme parziali della soluzione (3.56). A parte la prima somma

parziale le altre si schiacciano su una A destra: grafico della soluzione con sviluppo arrestato al decimo termine.

nel caso non risonante k # 1, ovvero k = 0,2,3,.... Mentre nel caso risonante £ = 1 si trova la soluzione
particolare

2 .
aq(t) = ~ g7 t sin 3t

Invocando la linearitell’equazione del moto si ha che il suo integrale generale puo essere scritto nella forma
seguente:

(t) = St 4 e sin 3t 4 - — — cost — —— i 3t——4§ ! 2k + 1)t (3.56)
= in in )
. c1eos 23 18 27 o8 27T i Uieet [9— (2k+ 1)?](2k + 1) o8

per ogni t € R. Se come condizione iniziale si suppone che 1’elemento sia fermo nell’origine all’istante zero,
ovvero z(0) = 0 e -z(0) = 0, si trovano i coefficienti ¢; = —0.01956 e ¢; = 0.

I termini presenti nella serie (3.56) hanno ampiezza che decrsce rapidamente con lindice di somma, quindi ci
si aspetta che la soluzione esatta sia ben approssimata dai primi termini della serie. Nel riquaadro di sinistra in
Fig. 3.13 & stato riportato il grafico delle prime dieci somme parziali nell’intervallo [0, 1]: & abbastanza evidente
che le somme parziali si schiacciano rapidamente su un’unica curva. Nel riquadro di destra in Fig. 3.13 ¢ stato
riportato il grafico della soluzione x(t) calcolata sommando i primi dieci termini della serie nell’intervallo [0, 15] in
modo da avere un’idea del moto cui & sottoposto I’elemento. Si osserva, infine, che per ¢ sufficientemente grande
il termine dominante nella soluzione & quello risonante, ci si aspetta quindi che ’elemento compia oscillazioni
di pulsazione 3 con ampiezza crescente linearmente; questo comportamento € messo in evidenza in Fig. 3.14 in

cui la soluzione viene confrontata su diversi intervalli di tempo con una funzione proporzionale a sin 3t.

Esercizio 3.8.2. Trave limitata. Si considera una trave unidimensionale limitata di lunghezza 7, di modulo di
Young F, di momento d’inerzia della sezione normale rispetto a un asse verticale centrale e poggiata a supporti
elastici di costante k. La deflessione w(x) dalla posizione orizzontale soddisfa all’equazione differenziale del

quarto ordine

Elj—:(x) + kw(z) = p(x) (3.57)

ove p: [0,7] — R & il carico cui & sottoposta la trave stessa, con condizioni ai limiti:

d?w B 2w

w(0) =w(r) =0 %(0) =

(m)=0

Per determinare un integrale particolare della (3.57) si sviluppa in serie di Fourier di soli seni la funzione di

o~ _bn 2 ("
p(z) = sinnz ove b, := 2\/j/ p(z) sinnz dx
; V2 T Jo

carico
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Fig. 3.14. Confronto tra la soluzione (3.56) e una funzione proporzionale a sin 3t su diversi intervalli di tempo.

e si procede come da ricetta, ovvero si considera I’equazione differenziale con termine noto dato dalla componente
n—esima dello sviluppo del carico:

dw by
El—(z) + kw(z) = sinnx
Una soluzione particolare di tale equazione pud essere cercata nella forma «,(z) = asinnz. Sostituendo
nell’equazione prececdente si ha
b b 1 b 1
EIntasinnz + kasinne = —= sinne = o= ——= ———— = () = —= ———— sinnz
* V2T Vor k+ Eln* n(®) Vo k+ EInt

In virtu della linearita dell’equazione (3.57) si ha che una sua soluzione particolare € nella forma

sinnx

= 1
_x)zzan(x)zz—ni
—_ —_ Vom k+ EInt

Si considera, ora, il caso concreto in cui tutto il carico & concentrato nel punto medio della trave; si sceglie,
quindi, la funzione p(z) = Pd(x — 7/2); si rimanda all’Appendice ?? per una rapida discussione sulla delta di
Dirac. I coefficienti dello sviluppo sono dati da

E quindi il profilo della trave, il cui grafico al variare del rapporto EI/k ¢ disegnato in Fig. 3.15, & dato dalla
funzione

Z\/_k+EIn4 m( )Smm Z\fm( 1)* sin(2s + 1)z
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Fig. 3.15. Grafico del profilo della trave determinato nell’Esempio 3.8.2 al variare del rapporto k/EI. Tra i
riquadri di sinistra e i corrispondenti riquadri di destra vi & la sola differenza della scala verticale. Dall’alto
verso il basso le costanti sono state scelte in modo che k/ET = 0.1,1,10,1000. II profilo & stato disegnato

considerando il suo sviluppo troncato al ventesimo ordine.
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Esercizio 3.8.3. Si determini il potenziale ai capi del condensatore e quello ai capi della resistenza del circuito in
figura con Vi, (t) 'onda quadra di periodo 27, potenziale positivo 4-Vj e potenziale negativo —Vp, con Vy € RY.

| IC Equazione del circuito: I = dg/dt e

dq 1 1

Vm<> XHR %Jr%tliﬁvi(t)

ove C' e la capacita del condensatore, R ¢ la resistenza

e ¢q la carica sul condensatore.

Soluzione 3.8.3: posto 7 = RC, la costante di tempo del circuito, e wy, = (2k + 1)7/T, per ogni k € N, si ha

_ 4V T wpT? .
Vr(t) = pe tr 22 [7 coswit + ———— sinwyt
T = 1+wir? 1+ wir?
4V 1
Vo (t) = ﬂe‘t/T + TO 2 w—k@[sinwkt — WET COS wkt]

ove B € R & una costante arbitraria dipendente dalle condizioni iniziali. Si osserva che nel primo caso si ha il

comportamento passa alto, mentre nel secondo caso si ha quello passa basso.

Esercizio 3.8.4. Si consideri la funzione f : R — R periodica di periodo 27 tale che f(¢) = 0 per ognit € [r, 27]
e f(t) = 1 perognit € [0,7). Sidetermini un integrale particolare delle seguenti equazioni differenziali ordinarie
a coefficienti costanti:

Ly —y=f@); 2.y"+y=f>); 3.y =3y +2y=f().
Esercizio 3.8.5. Si consideri la funzione f : R — R periodica di periodo 27 tale che f(t) = [¢| per ogni

t € [-m, 7. Si determini un integrale particolare delle seguenti equazioni differenziali ordinarie a coefficienti
costanti:

Ly " —y=[f(t); 2.y +4y=[f(t)
Esercizio 3.8.6. Si consideri il circuito RC' dell’Esempio 3.8.3, si denoti con ¢ la carica sul condensatore, con

Ve la tensione ai capi del condensatore e con Vi quella ai capi della resistenza R. L’equazione del circuito
& ¢+ q/T = Vin(t)/R ove 7 = RC. i) Si determinino le funzioni di trasferimento A(w) := |Vo(w)/Vin(w)| €

B(w) = |Va(w)/Vin(w)]. i) Si risolva il circuito nel caso
0 [t] > 1
Vin(t) =< Vot <1
Vo2l =1
Soluzione 3.8.6: i) A(w) =1/v1+ w?72, B(w) = wr/V1+ w?72. La carica ¢(t) & data da
0 t<—1
qit) =< VoCOl —e~HD/7] 1<t < 41

2VoC'sinh(1/7)e Tt > 41

Esercizio 3.8.7. Si consideri un elemento di massa m in moto su una retta individuata dal versore Z, sottoposta
all’azione di una forza elastica di costante £ > 0, di una resistiva del tipo —biz, con b > 0, e di una forzante
esterna F'(t) = f(t)Z con

foe_at t>0
f=1{0 t=0
7f0€at t<0

con fo € Rea > 0. Sidetermini la soluzione dell’equazione del moto con condizioni iniziali lim;—,_ o z(t) = 0
e lim;,_ o () = 0 nel caso \/k/m > b/m. Si studino i limiti b — 0 e k — 0.
Soluzione 3.8.7: si pone Q = \/k/m e 5 = b/m, allora

fO 1 at

) L P S—
z(?) mQQ+2aﬁ+a26
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e Pty

pert<0e
o(t) = L omagrare - 2 \/QLﬁQ(QZ72aﬂ1+a2)(s12+2aﬁ+a2)
{\/W(QQ + a?) cos /Q2 — B2t — 32(Q% — a?) cos (\/mt + g)}
per t > 0.

4. Operatori differenziali nello spazio tridimensionale
Sia {7, ¥, Z} la base canonica di R3; nel seguito u denota un campo scalare di C*(R?;R) e ¢ un

campo vettoriale di C%(R3;R?). Si definiscono i seguenti operatori differenziali:
1. grad, V:u € CY(R3R) — gradu = Vu € C°(R3;R3) tale che
0 0
Ve, ,2) = 5oy 202+ 5o, 2+ 5y, 2)2 (42)
2. div, V- : 7€ CYR?* R?) — divi = V - ¥ € C°(R?;R) tale che
ov,
—(.T, Y, Z)

. v, Ov
V- ’U(.ﬁU,y,Z) = %(Jj‘,y,Z) + 8—yy<x7y72) + Oz

3. rot, Vx : 7 € CY(R3;R3) — rotv = V x v € C°(R3; R?) tale che

ov, 8%} . {% B 8%} 7 (44)

B B g ‘g Z ~[Ov. Ov, ]
Vxv(z,y,2)=| 3 3 5 |= ay 0z |" |or o o Jy
Uy Uy U,

4. V2, A u e C*R%R) — Viu = Au € C°(R% R) tale che
2 2 2
0%u u 0*u (4.5)

VQU = A7“1’(1‘7 Y, Z) = @("L‘a Y, Z) + 0—342(x’ Y, Z) + ﬁ(l‘) Y, Z)
5. con abuso di notazione si definisce il Laplaciano su un vettore, V2, A : v € C?(R3; R3) —

V20 = Av € CO(R?; R?) tale che
Viu = Az, y, 2) = Avg(2,y, 2)T + Avy(z,y, 2)7 + Av, (2,9, 2) 7 (4.6)

Segue un teorema che stabilisce alcune importanti identita che coinvolgono gli operatori dif-

ferenziali appena definiti.
Teorema 4.2 Siano v € C'(R* R?) e u € CYR?*;R); si hanno le sequenti identita:

1. V- (uv) = Vu- v+ uV - 7;

2. V x (u?) =uV x ¥+ Vu x .
Segue un teorema che stabilisce alcuni importanti risultati relativi all’applicazione successiva

degli operatori differenziali definiti in precedenza.
pagina 70
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Teorema 4.3 Siano 0 € C?*(R*R?) e u € C*(R3;R); si hanno le sequenti identita:

1. V-Vu = Au;
2. VxVu=0;
3. V-V x1v=0;

4. V(V-7) =V x (V x7) + A¥.

In alcune applicazioni e di grande utilita conoscere la forma degli operatori differenziali in
termini di coordinate differenti da quelle cartesiane. Un caso di grande interesse ¢ costituito
dalle coordinate cilindriche: r € R%, ¢ € [0,27) e ( € R definite dalle relazioni seguenti

T =Trcosy
y =rsing (4.7)
(=2

Si denota con {7, ¢, (} la base naturale associata al sistema di coordinate cilindriche e, dato
un vettore v, con v,, v, e v¢ le componenti di ¢ sulla base naturale cilindrica. Si ottengono le
espressioni seguenti:

719 Ldv, | v
v U_rﬁr(m}r)Jrr@go + ¢
ou. 10u . Ou-
Vu = ET + ;%QO + a—CC (48)

2 2
Au_lg(ﬁu)_i_l@u 0*u

“ror \'or
Un altro caso interessante ¢ quello delle coordinate polari (sferiche): r € R%, ¢ € [0,2m) e
¥ € (0,7) definite dalle relazioni seguenti

x =rsindcosp
y = rsindsin @ (4.9)
¢ =rcos?

Si denota con {7, ®,9} la base naturale associata al sistema di coordinate polari e, dato un
vettore ¥, con v,, v, e vy le componenti di ¢ sulla base naturale polare. Si ottengono le
espressioni seguenti:

1 0 . 1 v,
ma—ﬁ(snl'ﬁvﬁ)"_

rsinﬁ%
ou 16uAJr 1 %A
o Tra0 T rsndap”

A —ig 2% + L 2 inﬁ% +;@
“= " Zsnd a9 \> a0 r2 sin ¥ 0p?

(4.10)
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Esercizio 4.1.2. Sia u € C'(R3;R) tale che u(z,y,2) = f(r(z,y,2)) ove f € C*(R;R) e r = /a2 + y2 + 22.
Si dimostri che of
v "
u(@,y,2) = -

<13y

ove ¥ = x& + yy + 2Z.
Esercizio 4.1.3. Sia 7 € C'(R3;R?) tale che #(z,y, 2) = 7f(r(z,y,2)) ove f € CYR;R), r = /a2 + y2 + 22 e

7 =xZ + yy+ zZ. Si dimostri che

Vo i0,9,2) = 310) + T (1) = 3 (09, 2) + VR P (r(z3,2)

Si applichi il risultato precedente al caso del campo elettrico generato da una carica puntiforme g:

. 1 o
E(xy,2) 4z

dmegr2 1

Esercizio 4.1.4. Si dimostri il Teorema 4.2.

Esercizio 4.1.5. Sia v € C*(R3;R3) tale che #(z,y,2) = 7f(r(z,y,2)) ove f € CLR;R), r = /a2 + 32 + 22 e
¥ =2+ yy+ zZ. Si usino i risultati del Teorema 4.2 per dimostrare che V x ¢ = 0. Si applichi questo risultato
al caso del campo elettrico generato da una carica puntiforme.

Esercizio 4.1.6. Si dimostri il Teorema 4.3.

Esercizio 4.1.7. Si considerino le equazioni di Maxwell per il campo elettromagnetico EeB

o 1
i _9B
gXEE__O ot (4.11)

\Y Xé:uo«f-i—fouo%—]f

ove o e J sono, rispettivamente, la densita di carica e di corrente. A partire dalle equazioni (4.11) nel vuoto,
ovvero nel caso p = 0 e J = 0, e usando i risultati del Teorema 4.3, si dimostri che la propagazione del campo
elettromagnetico ¢ descritta dall’equazione di d’Alambert (equazione delle onde)

1 02E

nf_ LPE
c? Ot?

=0 (4.12)

ove c=1/\/Eof0-
Esercizio 4.1.8. Si ricavino le espressioni (4.8) e (4.10).

Esercizio 4.1.9. Si consideri il moto di un elemento in R3. Sia @ la velocita e @ laccelerazione. Si dimostri
che se si usano coordinate cilindriche si ha:

Vp =T aT:i“'—rng
Vp =TY ap =19 + 279
ve=¢ ac=¢

Esercizio 4.1.10. Si consideri il campo di forze

— y ~ x ~
F=- z
1.2 + y2 + SCQ + y2 Y
Si scriva F in ccordinate cilindriche. Usando tale rappresentazione si risponda alle seguenti domande:
1. si calcoli il rotore del campo F ;

2. si calcoli li lavoro fatto da F' sulla circonferenza unitaria centrata nell’origine, appartenente al piano xy
e percorsa una volta in verso antiorario;
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3. che relazione esiste tra i risultati dei due punti precedenti?

Esercizio 4.1.11. Si consideri il moto di un elemento in R3. Sia ¥ la velocita e @ I’accelerazione. Si dimostri
che se si usano coordinate polari si ha:

Uy =T aT:ffm?ersinQﬁng
vy = 1 ag = rd + 279 — rsin cos V2
vy = Tsindp a, = rsindg + 27 sindp + 2r cos Y

Esercizio 4.1.12. Si consideri il campo di forze

- 2Pcosd. P .
F="000 4 Zsindd
r

espresso in coordinate polari nella regione » > P € R* . Si risponda alle seguenti domande:

1. si calcoli il rotore del campo ﬁ;

2. si calcoli li lavoro fatto da F' sulla circonferenza unitaria centrata nell’origine, appartenente al piano xy
e percorsa una volta in verso antiorario;

3. se si ritiene che il campo sia conservativi se ne calcoli il potenziale.

5. Equazioni alle derivate parziali del primo ordine

Questo capitolo e dedicato agli esercizi sulle equazioni alle derivate parziali del primo ordine
risolti usando il metodo delle caratteristiche.

5.2. PDFE lineari e semilineari

Esercizio 5.2.2. Si determini U'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali du/dz = 1
e I'unica superficie integrale che attraversa la curva u(0,y) = exp{—y?}. Si verifichi che la soluzione ottenuta
soddisfa sia I’equazione che la codizione iniziale.

Soluzione 5.2.2: u(z,y) = x + ®(y) con ® : R — R, u(x,y) = z + exp{—y?}.
Esercizio 5.2.3. Si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

ou ou

—+2—=0

Oor oy

e l'unica superficie integrale che attraversa la curva u(z,0) = x. Si verifichi che la soluzione ottenuta soddisfa
sia ’equazione che la codizione iniziale.

Soluzione 5.2.3: u(z,y) = ®(2x —y) con @ : R — R, u(z,y) = (22 —y)/2.
Esercizio 5.2.4. Si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

ou ou

y%ana—y:z

e l'unica superficie integrale che attraversa la curva u(x,0) = f(z) con f € C*°(R). Si verifichi che la soluzione
ottenuta soddisfa sia ’equazione che la codizione iniziale.

Soluzione 5.2.4: u(z,y) = ®((2% — 4?)/2)/|r — y| con ® : R — R arbitraria.
Esercizio 5.2.5. Si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

ou ou

e l'unica superficie integrale che attraversa la curva u(z,z) = f(z) con f € C*°(R). Si verifichi che la soluzione
ottenuta soddisfa sia ’equazione che la codizione iniziale.
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Soluzione 5.2.5: u(z,y) = 2®(zy) con ® : R — R arbitraria.
Esercizio 5.2.6. Si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

ou ou
ox yay

= TUu

e 'unica superficie integrale che attraversa la curva u(0,y) = f(y) con f € C*°(R). Si verifichi che la soluzione
ottenuta soddisfa sia ’equazione che la codizione iniziale.

Soluzione 5.2.6: u(z,y) = exp{z?/2}®(yexp{—z}) con ® : R — R arbitraria.
Esercizio 5.2.7. Si determini l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali alle derivate parziali:
i) Ou/Ox+ Ou/dy = u;
) 20u/0x — 30u/0y = ;
i) Ou/dx — 20u/0y =sinx +y — u;
)

7

iv) Ou/dz — Ou/dy = 2u + e** cos 3y.

Soluzione 5.2.7: i) u(x,y) = e*®(x — y), 1) u(z,y) = ®(B3x + 2y) + 22/4, iii) u(z,y) = (sinz — cosz)/2 +y +
2+ e TP(2x +y), i) u(x,y) = —(e2*/2) sin3y + e2*®(x +y) con ¢ : R — R.
Esercizio 5.2.8. Si risolvano i seguenti problemi di Cauchy:

i) Ou/Ox+ du/dy =1 con curva iniziale u(x,0) = e”;

1) Ou/0x + Ou/dy = u con curva iniziale u(x,2z) = 1 + cosz;

iii) Ou/Ox 4 cosxdu/dy = sinx con curva iniziale u(0,y) =y — 1 4 cosy;

(2%

v) 20u/dx — ydu/dy = x — u con curva iniziale u(z, z) = %

vi) yOu/dx — xOu/dy = —xu con curva iniziale di equazione u =y e x? + 2y* = 4;

)
)
) 20u/dx — 50u/dy = —4u + x* con curva iniziale u(0,y) = siny + e¥ + 1/8;
)
vii)

yOu/dx — xOu/dy = —2xyu con curva iniziale di equazione u = e®sin(1 + x) e y? = 22 + 1.

Soluzione 5.2.8: i) u(x,y) =y +e*Y; ii) u(x,y) = e2*~Y[1 + cos(x — y)]; iii) u(x,y) = — cosx + cos[sinx — y] —
sina + y; ) u(z,y) = e~ sin[(5x + 2y) /2] + e@HV/2 4 22/2 — 1 /4 +1/8; v) u(z,y) = x/2 + M/ 2y3/2 —y/2;
vi) u(z,y) = e¥\/4 — 22 — y2exp{—/4 — 22 — y2}; vii) u(z,y) = exp{—y? — /22 + y?} sin /22 + y2.

Esercizio 5.2.9. Si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

u U
— +COST— = Y

ox dy

e 'unica superficie integrale che attraversa la curva u(0,y) = f(y) con f € C°(R). Si verifichi che la soluzione
ottenuta soddisfa sia ’equazione che la codizione iniziale.
Soluzione 5.2.9: u(z,y) = sinz — zcosx + z(y — sinz)/2 + ®(y — sinz) con ® : R — R, u(x,y) = sinz —

xcosz + x(y —sinx)/2 + f(y — sinx).

5.3. PDFE quasilineari

Esercizio 5.3.2. Si consideri I'equazione differenziale alle derivate parziali quasi-lineare

ou @

%+ay =2z +y)

i) Si verifichi che la superficie ¥ di equazione u(z,y) = z? + y? ¢ una superficie integrale; ii) si determini la

caratteristica passante per 'origine e si verifichi che appartiene alla superficie integrale 3.
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Esercizio 5.3.3. Si consideri I’equazione differenziale alle derivate parziali quasi-lineare

Ju Ou
— 4+ — =2(x+

9z " oy (z+y)

i) Se ne determini la superficie integrale generale; i) si determini la superficie integrale che attraversa la curva
di equazione 22 +y?> =1 e u = 0.

Soluzione 5.3.3: u(z,y) = 2% +y? — 1.

Esercizio 5.3.4. Si consideri I'equazione differenziale alle derivate parziali quasi-lineare

@ + 2@ = —CosT

ox dy
1) se ne determini la curva caratteristica passante per (0,1,0) e si disegni la sua proiezione sul piano xy; ii)
si dica in corrispondena di quali tra le seguenti condizioni iniziali il probleme di Cauchy risulta ben posto: a)
u(z,2x) = —cosz, b) u(x,3x) = —sinz, ¢) u(r,2x) = —sinz; i) si determini la soluzione dei problemi di
Cauchy ben posti del punto precedente.

Soluzione 5.3.4: 1. x(s) = s, y(s) =2s+ 1, z(s) = —sins; 2. b; 3. u(x,y) = —sinz.
Esercizio 5.3.5. Si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

( )8u y )8u
—u)—+(u—x)— =z —
4 Oor dy 4
e 'unica superficie integrale che attraversa la curva u = 0 e xy = 1. Si verifichi che la soluzione ottenuta soddisfa

sia I’equazione che la codizione iniziale.

Soluzione 5.3.5: z +y +u = ®(x% + y?> + 22) con ¢ : R — R, u(z,y) = (1 —2y)/(z + y).

Esercizio 5.3.6. Si determini l'integrale dell’equazione differenziale alle derivate parziali

0o 0\ 9o
-< 1-25) == =
8t+v( @) Ox 0

ove v & la velocita massima raggiunta dalle autovetture e ¢ & la loro densita massima, nella regione ¢ > 0, con

curva iniziale

0 <0
0 f—
0(0, ) { 0 >0

Soluzione 5.3.6: la superficie integrale soluzione del problema di Cauchy ha curve parametriche

Vr,s € R

—vs+7 T<0 o 7<0
+vs+717 T>0

t(r,s) =s, x('r,s){ e or,s)= 0 >0

Esercizio 5.3.7. Sirisolva il problema analogo a quello posto nell’Esercizio 5.3.6 con condizione iniziale (0, z) =
(6/2)(1 — tanh px), con p € R. Si discuta il comportamenteo della soluzione per p grande.

Soluzione 5.3.7: x = vt(1 — 20/0) + (1/2u) log[(9/0)(1 — 0/0)].

Esercizio 5.3.8. Si risolva il problema analogo a quello posto nell’Esercizio 5.3.6 con condizione

iniziale
00 x <0
00,2) =4 o(L—2)/L 0<x<L
0 x> L

con g € (0,0) e L > 0. Si discuta il comportamenteo della soluzione.

Esercizio 5.3.9. Si risolva il problema analogo a quello posto nell’Esercizio 5.3.6 con condizione iniziale

[ o/5 <0
Q(O’z){ 36/5 x>0
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Si discuta il comportamenteo della soluzione.

6. Equazioni alle derivate parziali del secondo ordine

Il problema su cui vertono gli esercizi di questo paragrafo consiste nella determinazione di una
funzione u : R?> — R, di classe C? in un dominio D C R2, che soddisfi ad un’equazione alle
derivate parziali del tipo

2 2 2
ou Ou O0°u 0O*u 8u) (6.2)

F el
(x,y,u, Oz’ dy’ 0x2 dxdy’ Oy?

La funzione w si dira soluzione o integrale della (6.2). Nello studio di problemi fisici si ha
bisogno di condizioni al contorno generali: condizioni di Dirichelet, viene assegnata la funzione
u su parte della frontiera del dominio D; condizioni di Neumann, viene assegnata la derivata
di u nella direzione normale alla frontiera di D su parte della frontiera stesa.

In realta lo studio e limitato alle equazioni del secondo ordine quasi-lineari, ovvero a quelle
equazioni nella forma seguente:

0*u 0*u 0?

U ou ou
D L4 E = L4F —
920y + D(2,y) 5= + E(2,y) 5 + F(2,y)u+ G(x,y) =0

oy? O Ay

ove le funzioni A, B,C, D, E, F,G : Q C R? — R? sono abbastanza regolari in €.

6.2. Classificazione e forma canonica

Esercizio 6.2.2. Si determini il tipo dell’equazione yd%u/0x? + 0%u/0y? = 0 studiando gli autovalori della
matrice parte principale.

Soluzione 6.2.2: ellittica in {(z,y) € R? : y > 0}, iperbolica in {(z,y) € R? : y < 0}, parabolica in {(z,y) €
R?: y =0}.

Esercizio 6.2.3. Si determini il tipo dell’equazione y20%u/0x? + 22y0?u/dxdy + x20%u/0y* = 0 studiando gli
autovalori della matrice parte principale.

Soluzione 6.2.3: parabolica in R2.

Esercizio 6.2.4. Si determini il tipo dell’equazione seguente: (x+ a)0?u/0z? + 22yd%u/0xdy — y?0?u/dy* = 0
cona € (—1/4,1/4).

Soluzione 6.2.4: ellittica in {(z,y) € R?: y #0e — (1 ++1—4a)/2 < x < (=1 + /1 —4a)/2}, iperbolica
in{(z,y) eR?: y #0,2 < —(1++1—4a)/2} U{(z,y) € R? : y # 0,z > (-1 + /1 — 4a)/2}, parabolica
altrove.

Esercizio 6.2.5. Si dimostri che I’equazione seguente & parabolica in tutto R? e se ne scriva la forma canonica:

0%u i 0%u n 0%u n b@u n ou n 0
a— +20——+a— +b—+c—+u=
Ox? Oxdy Oy> ox Oy

cona € R* eb,ceR.

Esercizio 6.2.6. Si dimostri che ’equazione seguente & iperbolica in tutto R? e se ne scriva la forma canonica:

9%u 44 9%u n 9%u n b(’?u n ou n 0
y p— a——+a— — 4 ec—H4u=
ox? Oxdy Oy> ox oy

cona € R* eb,ceR.
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Esercizio 6.2.7. Si dimostri che I’equazione seguente & ellittica in tutto R? e se ne scriva la forma canonica:

5 82u+2 0%u N 82u+b8u+ 8u+ 0
a— +20—— +a— +b—+c—+u=
Ox? Oxdy 0y? Ox Oy
cona € R* eb,ceR.

Esercizio 6.2.8. Si studi il tipo delle seguenti equazioni differenziali quasi-lineari e, qualora possibile, se ne
determini la forma canonica:

Lt + 2ty = 0; 2. Uz + YUyy = 0;

3. Uz + Yy + 3ty = 0; 4. YUz + Tty = 0;

5. TUzy + YUyy = 0; 6. Ugy + TYUyy = 0;

T UgeSigNY + ey + tyy = 0; 8. Uy + 2y + (1 — signy)uy, = 0;
9. Y?Uyy — 22Uy, = 0; 10. 22uzy — Y2 uyy = 0;

11, 2%ugs + Y uyy = 0; 12. 4%y + 22Uy, = 0;

13. 4% g, + 22YUzy + z2uyy = 0; 14. 22Uy, + 22YUgy + yzuyy =0.

6.3. Alcuni semplici esempi preliminari

Esercizio 6.3.2. Si risolva I'’equazione differenziale

82
8—1;:0 in D:={(z,y) eR*: 0< <1, —00<y< 400}
x
con condizioni di Dirichelet u(0,y) = y? e u(1,y) = 1.
Soluzione 6.3.2: u(x,y) = z(1 — y?) + y>.
Esercizio 6.3.3. Si risolva I’equazione differenziale
0%u . 9
w:&ry in D:={(z,y) eR*: 0<z <1, —0<y<+o0}
con condizioni di miste Dirichelet~Neumann «(0,y) =y e du/0dx(1,y) = 0.
Soluzione 6.3.3: u(x,y) = 23y — 3zy + v.
Esercizio 6.3.4. Si risolva I’equazione differenziale

0%y

8z8y:2$ in D:={(z,y) eR?: >0,y >0}

con condizioni di Dirichelet u(0,y) = 0 e u(z,0) = x2.

Soluzione 6.3.4: u(z,y) = 2%(1 +y).

6.4 . Fquazione di Laplace: funzioni armoniche

Si dice che una funzione u : R? — R? & armonica se e solo se ¢ soluzione dell’equazione di
Laplace

0*u 0*u

@(%?J) + 8—y2($,y) =0 (6.3)
ovvero Au = V?u = 0. Applicazioni fisiche: il potenziale elettrostatico e la temperatura di
equilibrio in un solido sono regolate dall’equazione di Laplace.

Esercizio 6.4.2. Sia (z9,y0) € R?, r € R%, u : R* — R e 7 la curva regolare con supporto {(z,y) € R? :
(x —20)? + (y — yo)? = r?} percorsa una sola volta in senso antiorario; si calcoli I'integrale f,y udl di u lungo la
curva 7y nei seguenti casi:

L. u(l‘,y) =Ty, (x()vy()) = (172)3 r= 4;
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2. u(x,y) = e*cosy, (xo,y0) = (0,0), r = 1;

3. u(z,y) = log /22 +y2, (w0,50) = (1,0), r = 1/2;

4. u(z,y) =x+vy, (ro,y) = (1,-1), r = 5.
Suggerimento: si usino le proprieta delle funzioni armoniche.

Esercizio 6.4.3. Sia (zo,y0) € R?, r € R%, u: R? 5 R e B = B((z0,%0),7) == {(z,y) € R?: (z —z0)* + (y —
Y0)? < r?}; si calcoli Pintegrale J fE u(z,y) dr dy di u esteso alla regione B nei seguenti casi:

Lou(z,y) = 2y, (zo,90) = (1,2), 7 = 4

2. u(zx,y) = e*cosy, (xo,y0) = (0,0), r = 1;

3. u(z,y) = log /22 + 42, (x0,90) = (1,0), 7 = 1/2;
4. u(z,y) =x+vy, (ro,y) = (1,-1), r = 5.

Suggerimento: si usino le proprieta delle funzioni armoniche.

Esercizio 6.4.4. Siau: R?> = R e B=B((0,0),1) := {(z,y) € R? : 22 + 4% < 1}. Si determinino il massimo
e il minimo della funzione u nella regione B nei seguenti casi: i) u(x,y) = xy; i) u(z,y) = 22 — y?; iii)
u(z,y) = e®cosy. Si risolva lo stesso problema per la funzione u(z,y) = log /22 + y2? in C := {(z,y) € R? :

1< a2 +y? <2}

6.5. Equazione di Laplace: dominio rettangolare

Esercizio 6.5.2. Si risolva 1'equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) € R? : 0 < 2 < a,0 < y < b} con
condizioni di Dirichelet u(0,y) = u(a,y) = 0 per ogni y € [0,b], u(x,0) = sin(37z/a) e u(x,b) = 0 per ogni
x € [0,al.

Soluzione 6.5.2: u(x,y) = sinh(37(b — y)/a) sin(37x/a)/ sinh(37b/a).

Esercizio 6.5.3. Si risolva I'equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) € R? : 0 <z < a,0 < y < b} con
condizioni di Dirichelet u(0,y) = u(a,y) = 0 per ogni y € [0,b], u(x,0) = f(x), con f € C*([0,a]) tale che
F(0) = f(a) =0, e u(z,b) = 0 per ogni = € [0, al.

Soluzione 6.5.3: posto ¢, () = \/2/asin(nmz/a) e (pn, ) = Jy dz f(z)pn(x), si ha

Esercizio 6.5.4. Si risolva I'equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) € R? : 0 < 2 < a,0 < y < b} con
condizioni di Dirichelet u(0,y) = u(a,y) = 0 per ogni y € [0,b], u(z,0) = sin(rz/a) e u(x,b) = sin(37x/a) per
ogni z € [0, a).

Soluzione 6.5.4:

u(z,y) = (sinh(w(b — y)/a)/ sinh(wb/a)) sin(rz/a) + (sinh(37y/a)/ sinh(37b/a)) sin(37x/a)

Esercizio 6.5.5. Si risolva I'esercizio (6.5.4) come sovrapposizione dei due problemi seguenti: VZu; = con
condizioni di Dirichelet u1(0,y) = ui(a,y) = 0 per ogni y € [0,b], ui(z,0) = sin(wz/a) e ui(z,b) = 0 per
ogni x € [0,a]; V2uz = con condizioni di Dirichelet u2(0,y) = uz(a,y) = 0 per ogni y € [0,b], uz(x,0) =0 e
uz(z,b) = sin(3wz/a) per ogni z € [0, a).

Esercizio 6.5.6. Esempio di condizioni non omogenee. Si risolva I’equazione (6.3) nella regione D := {(x,y) €
R?: 0<2<a0 <y < b} con condizioni di Dirichelet u(0,y) = 0 e u(a,y) = V per ogni y € [0,b],
u(z,0) = u(x,b) = Va/a per ogni z € [0, al.
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Soluzione 6.5.6: (suggerimento: v(z,y) = u(z,y) — Va/a) u(z,y) = Va/a, la soluzione non dipende da b quindi

vale anche in una striscia infinita di larghezza a (condensatore a facce piane parallele).

Esercizio 6.5.7. Esempio di condizioni non omogenee. Si risolva I’equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) €
R?: 0<z<a, —b/2 <y <b/2} con condizioni di Dirichelet u(0,y) = 0 e u(a,y) = V per ogni y € [~b/2,b/2],
w(x, —b/2) = u(z,b/2) = V(x/a)? per ogni = € [0, al.

Soluzione 6.5.7: (suggerimento: v(x,y) = u(x,y) — Vz/a)

(2.1) 8V IX  cosnm—1 cosh( 7T)S,h b . ( F)Jer
wa,y) = —« )y ———— n—y ) sinh [ n—= || sin (n—x =
W= s “— n3sin(nwb/a) i a2 a a

la soluzione dipende da b, ma nel limite b — oo il primo addendo converge uniformemente a zero (condensatore

a facce piane parallele).

Esercizio 6.5.8. Il condensatore piano a facce parallele. Si risolva ’equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) €
R?2: 0<z <a, —o0o<y< +oo} con condizioni di Dirichelet u(0,y) = 0 e u(a,y) = V per ogni y € R.

Soluzione 6.5.8: (suggerimento: u(z,y) = X (z)) u(z,y) = Va/a.

Esercizio 6.5.9. Si risolva I'equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) € R? : 0 < 2 < a,0 < y < b} con
condizioni di Dirichelet ©(0,y) = u(a,y) = 0 per ogni y € [0,b], u(z,0) =0 e u(z,b) =V per ogni z € (0,a). Si
verifichi che la soluzione & simmetrica rispetto all’asse x = a/2, ovvero u(z,y) = u(a — z,y) per ogni (x,y) € D
n+1

(suggerimento: si ricorda che per ogni n > 1 intero si ha sin[n(r — )] = (=1)""! sinna).

Soluzione 6.5.9: u(x,y) = (2V/7) >_, 51 [(1 — cosnm)/nsinh(nmb/a)] sinh(nry/a) sin(nrz/a).

Esercizio 6.5.10. Si risolva I'equazione (6.3) nella regione D := {(z,y) € R?: 0 <2 <7, 0 <y < 7} con
condizioni di Dirichelet u(0,y) = 0 per ogni y € [0,x], u(w,y) = V per ogni y € (0,7), u(x,0) = 0 per ogni
y € [0, 7], u(z,m) =V per ogni y € (0,7). Si verifichi che la soluzione & simmetrica rispetto alla retta y = x,
ovvero u(x,y) = u(y, x) per ogni (z,y) € D.

Soluzione 6.5.10:

u(z,y) = (2V/7) Z[(l — cosnm) /nsinh(n)][sinh(ny) sin(nx) + sinh(nz) sin(ny)]

n>1

Esercizio 6.5.11. Si risolva ’equazione (6.3) in D := [0, 7] X [0, 7] con condizioni u,(0,y) = uy(7,y) = 0 per
ogni y € [0,7] e u(x,0) =0 e u(z,7) = f(x) per ogni z € [0,7], con f di classe C® (le paretiz =0ez =7
sono isolate termicamente).
Soluzione 6.5.11: si trova

u(x,y) = apy /27 + Z ay[sinh(ny)/ sinh(nr)] cos(nx)

n>1
con a, = (2/m) [ dx f(x) cosnz per ognin =0,1,2,....
Esercizio 6.5.12. Si risolva ’equazione (6.3) nella regione D := [0, 7] x [0,b] con condizioni u,(z,0) = 0 e
u(z,b) = 0 per ogni = € [0,7], u(0,y) =0 e u(m,y) = A per ogni y € (0,7).
Soluzione 6.5.12: u(z,y) = (A/m)[z +23_,5,((=1)"/n)(cosh(ny)/ cosh(nb)) sin(nz)].
Esercizio 6.5.13. Si risolva I'equazione (6.3) nella regione D := [0,a] x [0,b], con a,b € R, con le seguenti
condizioni al bordo:

1. uz(0,9) =0, u(a,y) = u(x,0) = u(xz,b) = 1; 2. uy(0,y) =u(a,y) = u(x,0) =0, u(z,b) = 1;
3. uy(z,0) = u(z,b) =u(a,y) =0, u(0,y) =1; 4. u(0,y) =1, u(a,y) = u(z,0) = u(z,b) = 0;
5. uy(z,0) = uy(z,0) =0, u(0,y) =u(a,y) =1; 6. u0,y) =u(z,0) =1, uz(a,y) = uy(z,b) = 0;

7. u(0,y) = ula,y) =1, uy(x,0) = u(x,b) =0; 8. u(0,y) =u(x,0) =1, u(a,y) = u(z,b) =0;

Esercizio 6.5.14. i) Si determini la distribuzione stazionaria di temperatura w(z,y) nella lamina metallica
quadrata D := {(z,y) € R? : 0 <z <7, 0 <y < 7} con condizioni al bordo

u(0,) = 5y~ ), ulmy) = (r—y) Wyelon]
u(z,0) =0, u(z,7) =0 Vze€0,n]
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i7) Si faccia uno schizzo delle isoterme e si calcoli la temperatura sul segmento di equazione x = 7/2. i) Si
risolva ’equazione

8%v 0%

oe Top =0

nella regione
2 2
E:={(¢n) e R*: Oéﬁégm —£<n<EU{En) eR?: %wsééx/ﬁm £ —Vom <n<Vor ¢}
con condizioni al bordo

u(E ©) = 606~ V3n) VE€ D, ?w}
u(é, & — ﬁw) = Fwiw -2) Ve [?m V2]

ue-9 -0 vee o, Ln

w(é,V2m—€) =0 Ve [?w, V2],

riconducendosi al problema posto al punto 7) mediante un opportuno cambiamento di variabili.
iv) Si risolva 'equazione

0%v 0%v 0%v
9 S 4
922 * oxdy  Oy? 0 (6:4)

per la funzione v(z,y) nella regione E := {(z,y)R?: 0 <z <, (z —7)/2 < y < x/2} con condizioni al bordo

8 i
u(0,y) = py@yﬂr) Yy € [—5,0]

u(m,y) = —y(n—2y) € [0,m/2]

u(z,z/2) = u(z,(x —m)/2) =0 Va €[0,n]

Suggerimento: si determini un cambiamento di variabili che porti in forma canonica ’equazione (6.4).

6.6. Fquazione di Laplace: dominio a simmetria cilindrica

Esercizio 6.6.2. Si risolva I'equazione (6.3) nella regione D := [1,b] x [0,7] con condizioni di Dirichelet
u(9,0) = u(g,m) = 0 per ogni ¢ € [1,b], u(1,¢) =0 e u(b,p) =V per ogni ¢ € [0, 7].

Soluzione 6.6.2: u(x,y) = (2V/7) >_,5,[(1 — cosnm) /n(b" —b~")](¢" — 07") sin(ny).

Esercizio 6.6.3. Condensatore cilindrico. Si risolva l’equazione (6.3) nella regione D := [a,b] X [—m, 7] con
condizioni u(a, ¢) = 0 e u(b,p) =V per ogni ¢ € [0, 7], u(o, —m) = u(o, 7) € uy(p, —m) = u,(0, ) (condizioni
periodiche sulla funzione e sulla derivata rispetto a ¢ nella coordinata ¢).

Soluzione 6.6.3: si risolva Pesercizio in due modi u(g, ) = R(0) e u(p, ) = R(0)P(p), si ottiene u(p,p) =
Vlog(o/a)/ log(b/a).

Esercizio 6.6.4. Si risolva 'equazione (6.3) nella regione D := [0, a] x [0, 7] con condizioni u(a, ¢) = f(¢) per
ogni ¢ € [0,7], con f € C®([0,7]), e uy(0,0) = uy(0,7) = 0 per ogni ¢ € [0,a] (le pareti p =0 e ¢ = 7 sono

isolate termicamente).

Soluzione 6.6.4: posto o) = 1/3/m, ¥n(p) = \/2/mcosnp, per n > 1, e inoltre (¢, f) = fow dp f(@)n(p)

per n > 0, la soluzione si scrive

u(0,) = (o, f) Z() (s Fn(9)
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Esercizio 6.6.5. Si risolva ’equazione (6.3) nella regione D := [1,b] x [0,7/2] con condizioni u(1,¢) = 0 per

ogni ¢ € [0,7/2], u(b, ) = f(p) per ogni ¢ € [0,7/2], con f € C([0,7]), e uy(0,0) = uy(p,7/2) = 0 per ogni
0 € [1,b] (le pareti ¢ = 0 e ¢ = 7 sono isolate termicamente).

Soluzione 6.6.5: u(o, ) = agloge/2logh + 3, o, an[(0®™ — 07>")/(b*™ — b~?")] cos 2ne, ove i coefficienti a,
sono dati da a, = (4/7) [, /2 dp f(p)cos2np per ognin =0, 1,2,

Esercizio 6.6.6. Si risolva 'equazione (6.3) nella regione D := [0,a] x [0, a] (o < 7) con condizioni u(p,0) =
u(p, ) = 0 per ogni g € [0,a], u(a,p) = f(¢) per ogni ¢ € [0,a], con f € C*([0,q]).

Soluzione 6.6.6: u(o,9) = 3,5 an(0/a)"™ ® sin(nrp/a), con a, = (2/a) Js do f(p)sin(nmp/a) per ogni
n=12....

6.7. Equazione di Helmholtz

Esercizio 6.7.2. Si risolva ’equazione agli autovalori per I'operatore laplaciano nel piano, ovvero si determinino
Ec€Reu:D—R,con D:={(z,y) eR*: 0<z<m 0<y<7}eul0)=u(znr)=0per ogni z € [0,7] e
u(0,y) = u(m,y) =0 per ogni y € [0, 7], tali che Au(z,y) = EBu(z,y).

Soluzione 6.7.2: E = —(n? + m?) per ogni n,m € N* e u, m(x,y) = sin(nz) sin(my).

Esercizio 6.7.3. Sia F' € R, si risolva Au = Fuin D :={(z,y) e R*: 0 <z <7, 0<y <7}
con condizioni al bordo u(x,0) = 0 e u(z,7) = sinz per ogni = € [0, 7] e u(0,y) = u(m,y) =0
per ogni y € [0, 7.

Soluzione 6.7.3: la soluzione assume forma diversa a seconda del valore del numero reale F; si

ha:
sin(\/|E + 1|y) sinz/sin(y/|E + 1|7) E< -1
u(z,y) =4¢ (1/m)ysinz E=-1
sinh(v E + 1y) sinz/sinh(v E + 17) E>-1

6.8. FEquazione delle onde: corda illimitata
Si dice che una grandezza fisica u = u(Z, t), con & = (x,y, z), ha un comportamento ondulatorio
se e solo se la sua evoluzione e descritta dall’equazione di d’Alambert

0u 0u 0u 1 0%u

52 &Y 5t + a9y Sz (LY 5t + o5 @y 2 ) = S og (Y, 2,1) =0 (6.5)
ovvero Au — 9%u/0t?> = 0. Nel seguito si vedranno problemi al contorno relativi all’equazione
(6.5) in dimensione uno.

Date due funzioni ug, vy : R — R sufficientemente regolari, sia D := {(z,t) € R*: = €

R, t > 0} si dimostra che il problema di Cauchy

0u 1%

(6.6)
ou
u(z,0) = up(x), 7 —(2,0) =vo(z) VreR
ammette I'unica soluzione
1 x+ct
u(z,t) = é[uo(:c —ct) + ug(x + ct)] + % / vo(s) ds (6.7)
ct

detta soluzione di d’Alambert.

Esercizio 6.8.2. Si ricavi la soluzione di d’Alambert (6.7) per il problema di Cauchy (6.6).

Esercizio 6.8.3. Si scriva l'unica soluzione del problema di Cauchy (6.6) nei casi seguenti:
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1. wo(x) =2sinz cosz, vo(x) = cos x;

2. wuo(x) = zsinz, vo(x) = cos 2z;

3. up(w) = 1/(1 + 22), vo(x) = %

4. ug(z) = e, vo(z) = 1/(1 + 22);

5. wuo(x) = cos(mx/2), vo(x) = sinh(az) con a € R;
6. uo(z) = sin 3z, vo(x) = sin 2z — sinz.

Soluzione 6.8.3: riporto la soluzione dei primi due problemi: 1. wu(z,t) = sin2x cos(4ct) + (1/2¢) cos z sin(2ct);

2. u(z,t) = rsinxz cos(3ct) 4 3ct cos x sin(3ct) + (1/6¢) cos 2z sin(6c¢t).

Esercizio 6.8.4. La corda illimitata & eccitata dalla condizione iniziale ug(x) in figura e vo(z) = 0. Le costanti
reali h e a sono positive.

U0 Si disegni il profilo ottenuto come unica soluzione del
del problema di Cauchy (6.6) agli istanti di tempo

A a
tr = k—
k 4c

—a ' +a T per k=0,1,2,3,4,5.

Esercizio 6.8.5. La corda illimitata & eccitata dalla condizione iniziale sulla velocita vo(xz) = 0 e dal profilo
iniziale
h(a? — 22)/a? z|<a
wol) _ | M@ =t ] <
0 |z| > a

con a, h > 0. Si determini il profilo al tempo ¢ > 0 e la legge del moto dell’elemento della corda di ascissa z € R.
Soluzione 6.8.5: vanno distinti due casi. Nel caso t > a/c si ha

0 -0 <z < -—ct—a
hla® — (z + ct)?]/(2a?) —ct—a <z < -—ct+a
u(z,t) =4 0 —ct+a <z<ct—a
hla? — (x — ct)?]/(2a?) ct—a <z<ct+a
0 ct+a <xr<+00
mentre nel caso 0 <t < a/csi ha
0 -0 <z < -—ct—a
hla? — (x + ct)?]/(2a?) —ct—a <z <ct—a
u(x,t) =< h[l — (22 + 2t?)/a?] ct—a <z < —ct+a
hla? — (x — ct)?]/(2a?) —ct+a <z <ct+a
0 ct+a <z <+

Esercizio 6.8.6. La corda illimitata & eccitata dalla condizione iniziale ug(x) in figura e vo(x) = 0. Le costanti
reali oy, 01, as, B2, h1, ho sono positive.

U0
hopr Si determini in quale punto e in quale istante la devi-
____________________ . azione della corda risulta massima. Si determini il valore
/\ massimo della deviazione.
ar P ! az B2 z
Soluzione 6.8.6: deviazione massima (hy + hg)/2, allistante ¢ = [aa — a1 + B2 — (1]/(4c) e alla posizione

z = [ag + a1 + P2+ G1]/4.

smat04.tex — ttobre - : pagina
fi 04 25 Ottobre 2004 15:56 gina 82



Esercizio 6.8.7. Al segmento —a < z < +a, con a € R, di una corda illimitata con profilo iniziale ug(x) = 0 &

.....

della corda all’istante ¢ > 0 e si disegni tale profilo agli istanti ¢, = ka/(4c) con k = 0,2,4,6.

Esercizio 6.8.8. All'istante iniziale una corda illimitata riceve nel punto x = 0 un colpo trasversale che le
trasmette impulso I. Si giustifiche la scelta vo(z) = (I/0)d(x), ove g & la densita di massa della corda, e si
determini il profilo della corda all’istante ¢ > 0 supponendo ug(z) = 0 per ogni z € R.

Soluzione 6.8.8: fisso t > 0, u(x,t) = I/(20c¢) per le ascisse x tali che —ct < x < ct e u(x,t) = 0 zero altrove.

Esercizio 6.8.9. Si risolva il problema di Cauchy wu(z,0) = ug(x) e ut(x, 0) = vo(z) per la seguente equazione
differenziale alle derivate parziali del secondo ordine quasi—lineare:

0%u 0%u  O%*u
66— +

2 a@taerW =0

cona =2V, f=V?—gr/pele costanti V, o, 9,7 € R%.
Soluzione 6.8.9: posto A\; = —3/[V 4+ \/g7/0] € Ao = =8/[V — \/g7/ 0] si ha

x+Aat
u(z,t) = —[Auo(z + A1t) — daug(x + Aot)] + — / vo(s) ds

1
2c 2c At

6.9. Equazione delle onde: corda semi—illimitata

Nel caso della corda semi-limitata con estremo fisso nell’origine e con profili iniziali ug(x) e
vo(z) dati sulla semiretta z > 0, la soluzione di d’Alambert continua a essere valida purché ug
e vy vengano prolungati per disparita a tutto R.
Esercizio 6.9.2. La corda semi-illimitata fissata nell’origine ¢ eccitata dalla condizione iniziale uo(z) in figura
e vo(x) = 0. Le costanti reali h e a sono positive.

Uuo

b Si disegni il profilo ottenuto come unica soluzione del

del problema di Cauchy agli istanti di tempo

a 3a 2a Ta
tlz_,tQZ_,t?,:_ € t4:—
c 2c

Esercizio 6.9.3. Una corda semi-illimitata con estremo fisso nell’origine riceve all’istante ¢ = 0 un colpo
trasversale che trasmette alla corda impulso I sul tratto 0 < z < 2¢ in modo che il profilo iniziale della velocita
in [0,2/] sia una semionda sinusoidale. Si determini il profilo della corda wu(z,t) per ¢ > 0 supponendo che
u(x,0) = 0 per ogni & > 0.

Soluzione 6.9.3: si pone A = —7I/(4f); per 0 < x < 2¢ si ha il profilo

—[2AL/(we)] sin[rax/(2¢)] sinct/(20)] 0 <t<(20—2a)/c
u(x,t) =< +[2A0/(wc)] cos?[m(x — ct)/(40)] (20 —2)/c <t<(20+2z)/c
0 (204 z)/c <t<+o0
e per 2¢ < x, 400 si ha
0 0 <t<(=2l+x)/c
u(z,t) = ¢ +[2A44/(wc)] cos?[m(x — ct)/(40)] (=20 +2x)/c <t<(204+1x)/c
0 (204 z)/c <t<+o0

Esercizio 6.9.4. Una corda semi-illimitata con estremo fisso nell’origine riceve all’istante ¢ = 0 un colpo
trasversale che trasmette alla corda impulso I nel punto zg. Si determini il profilo della corda u(z,t) per t > 0
supponendo che u(z,0) = 0 per ogni x > 0.
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Soluzione 6.9.4: si definisce la funzione 0 di Heaviside

0(y) =

{ 0 —00 <y<0 (6.8)

1 0 <y<+4o0
Allora la soluzione puo essere posta nella forma: u(z,t) = [1/(2¢0)]{0(x — xo + ct) — 6(x — 29 — ct) — O(x + 20 +
ct) +0(x + 9 —ct)}.

Esercizio 6.9.5. Si risolva I'Esercizio 6.9.4 supponendo che I'impulso iniziale I sia trasmesso ai punti z, >

Tpo1 > >w1 > 0.
Soluzione 6.9.5: ricordando la definizione (6.8) la soluzione puo essere posta nella forma:

I n
u(z,t) = o Z{@(a: —xp+ct)—0(x—xp —ct) — 0(x+xk +ct) + 0(x + z — ct)}
k=1

6.10. Equazione delle onde: corda e sbarra limitata

L’equazione di d’Alambert su D := {(z,t) € R?: 0 < 2 < ¢, ¢t > 0} descrive diversi fenomeni
oscillatori:

1. piccole oscillazioni di una corda tesa di lunghezza e densita a riposo £ e o e tensione 7. In
questo caso la velocita di fase dell’equazione delle onde & ¢ = y/7/0. Condizioni ai limiti
sensate sono condizioni di Cauchy

u(z,0) =ug(xz) e %(w, 0) =vo(z) Vzel0,/ (6.9)

e condizioni di Dirichelet
uw(0,t) =u(l,t) =0 Vt>0
che traducono l'ipotesi fisica che gli estremi della corda siano fissi.
2. Oscillazioni longitudinali di una sbarra con estremi liberi e con modulo di Young E e

densita p. In questo caso la velocita di fase ¢ ¢ = /F/p. Condizioni ai limiti sensate,
oltre alle ovvie condizioni di Cauchy (6.9), sono le condizioni di Neumann:

ou ou
-~ - _ — >
e (0,1) o (,t)=0 Vt>0

che significano assenza di forse esterne agenti sugli estremi liberi della sbarra.

3. Nelle stesse ipotesi del punto precedente, se gli estremi sono fissati rigidamente le con-
dizioni ai limiti da usare sono di Dirichelet:

u(0,t) =u(l,t) =0 Vt>0

4. Nelle stesse ipotesi del punto precedente, se gli estremi sono fissati elasticamente le con-
dizioni ai limiti da usare sono miste:
du ou

- _ . = >
S (0.8) = hu(0.8) = Z2(6.) + hu(l,t) =0 ¥t >0

ove h = k/(ES), E modulo di Young della sbarra, S sezione trasversale, & modulo di
Young dell’estremo.
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Esercizio 6.10.2. Si risolva I'’equazione differenziale

Pu 1 9% , 9
@fC—QW:O in Di={(z,y) eR*: 0<z<m,t>0}

con condizioni di Dirichelet~-Neumann «(0,¢) = u(mw,t) = 0 per ogni t > 0, u(z,0) = sinz e Ju/dt(x,0) = 0.
Soluzione 6.10.2: u(x,t) = sin x cos ct.

Esercizio 6.10.3. Come 'Esercizio 6.10.2, con condizioni Dirichelet—Neumann (0,¢) = u(m,t) = 0 per ogni
t >0, 0u/dt(x,0)=0ce
T 0<z<m/2
u(z,0) =
—z47m w/2<z<mw

Soluzione 6.10.3: u(x,t) = ;28[4(71)’“/7%2]4: +1)?] sin(2k + 1)z cos(2k + 1)ct

Esercizio 6.10.4. Come 'Esercizio 6.10.2, con condizioni Dirichelet—Neumann «(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni
t >0, u(x,0) =0 e du/0t(x,0) = bsinz, con b € R.

Soluzione 6.10.4: u(x,t) = (b/c) sin x sin ct.

Esercizio 6.10.5. Come 'Esercizio 6.10.2, con condizioni Dirichelet—Neumann (0,¢) = u(m,t) = 0 per ogni
t>0,u(z,0)=0e

0 0<z<z9—0
ou br/a+ (a —xzp)b/a x9—a<z<x
— (z,0) =
ot —bzx/a+ (a+xz0)b/a zo<z<z0+0

0 To+a<ax<m

con xg € (0,7) e a € R tale che 0 < a < min(xg, T — Z0).

Soluzione 6.10.5: u(z,t) = :z [4 sin nxo(1 — cosna)/macn?] sin nx cos net, si noti che 'ampiezza dell’armonica

n—esima decade come 1/n?.

Esercizio 6.10.6. Si risolva il problema di Cauchy (6.9) per la corda limitata di lunghezza 7 e con estremi fissi
nei seguenti casi

1. uo(z) =0, vo(z) = 1;

2. ug(x) =1, vo(x) = 0;

3. ug(x) =3hx/(2m) se 0 <z <27/3, up(x) = 3h(r — z)/m se 27/3 < z < 7, vo(z) = 0;

4. ug(z) = sin® 2, vo(z) = 0

5. (/) = sinz, vo( ) =0se 0 <z < 7/4 v(z) = asen/4d < x < 3r/4, e anche vo(z) = 0 se

Soluzione 6.10.6: 1. u(x,t) = [4/(cm)] 3,,5,[1/(2n — 1)?]sin[(2n — 1)z] sin[(2n — 1)ct].
2. u(z,t) = [4/7] 32,51 [1/(2n — 1)]sin[(2n — 1)x] sin[(2n — 1)ct].
(z,t) = [9h/7] 3, 51 [1/n?] sin(2nm /3) sin(nz) sin(nct).
u(z,t) = [3/4] sinz cos(ct) — [1/4] sin(3x) cos(3ct).
(z,t) = sinz cos(ct) + [4a/(cm)] 32,5, [(=1)"/(2n — 1)?] sin[(2n — 1)7/4] sin(nz) sin(nct).

u(z,

Esercizio 6.10.7. Si confrontino, risolvendo il problema di Cauchy (6.9) in D = {(z,t) € R?: 0 < x < 4, t > 0},
le vibrazioni dei seguenti strumenti a corda:

1. arpa: up(z) = pr/ase 0 <z <a, ug(x) =Bl —1x)/(l —a)se a <z <L vo(x)=0;
2. pianoforte: up(z) =0, vo(z) =psea—e <z < a+e, vo(z) =0 altrove, con € < 1;

3. violino: ug(x) =0 e vo(x) = 48c(f — x)/¢>.
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Soluzione 6.10.7: per I'arpa si ottiene

n=1
Per il pianoforte si trova:
4pl K1 nmwe n nwT nmct
ulnt) = 22 3 o s [ s |7 sin [ 7] [ ]

Per il violino si trova:

Esercizio 6.10.8. Un corda di lunghezza ¢ con estremi fissati rigidamente & perturbata da un colpo di un
martelletto acuto che le trasferisce impulso I nel punto xo. Trovare la deviazione della corda u(z,t) se la
deviazione iniziale e nulla.

Soluzione 6.10.8: u(x,t) = [21/(mec)] 3, 5 sin(nmao/€) sin(nrx/L) sin(nmct/€).

Esercizio 6.10.9. Propagazione ondosa in un mezzo dispersivo. Si risolva l’equazione differenziale
Pu 1 0% ou
— =55 - 0B==0 in D:={(z,y) ER*: 0<x <7, t>0}

ove 0 < 8 < 2/c, con condizioni di Dirichelet—Neumann u(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni t > 0, u(z,0) = sinz e
Ou/0t(x,0) = 0.

Soluzione 6.10.9: u(z,t) = exp{—pBc?t/2}[cos(dt/2) + (Bc? /) sin(5t/2)] sinz, ove si & posto § = /B2t — 4c2.

Esercizio 6.10.10. Propagazione ondosa forzata. Si risolva I’equazione differenziale

9%u 1 0%u

W——QW:ASIHC{HS in DZ:{(l‘,y>€R2ZO<I<ﬂ'7t>O}
X C

ove A,w € R, con condizioni di Dirichelet-Neumann u(0,¢) = wu(w,t) = 0 per ogni t > 0, u(z,0) = 0 e
Ou/ot(x,0) = 0.

Soluzione 6.10.10: w,, = nmwc/a, se esiste N tale che wy = w (condizione di risonanza) allora la soluzione ¢ data
da

4Ac? 1 _ w . T 2A2 (1 T
u(z,t) = Z —— 5 | sitwl — —sinwyt | sinn—x + —sinwt —tcoswt | sin N—z
T n(w? — w?) Wn a Nwm \w a
n dispari

Esercizio 6.10.11. Si risolva ’equazione differenziale

8%u 1 9%u

@—C—QW:A in D:={(z,y) eR*: 0< <7 t>0}

ove A € R, con condizioni di Dirichelet—-Neumann «(0,t) = u(w,t) = 0 per ogni t > 0, u(x,0) = 0 e Ou/dt(x,0) =
0.

Soluzione 6.10.11: in questo caso non si verifica il fenomeno della risonanza, la soluzione ¢ data da

4A 1 . . 4A 1 . 1
u(z,t) = — g — cosnct sinnx — E sinnz| = — — cosnctsinne — = Ax(r — x)
v n3 ™ n3 2
n>1 n>1 n>1
n dispari n dispari n dispari

Esercizio 6.10.12. Propagazione ondosa forzata. Si risolva ’equazione differenziale

9%u 1 0%u

@—C—QW:Ao:sinwt in D::{(m’y)€R230<z<ﬂvt>O}
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ove A,w € R, con condizioni di Dirichelet-Neumann u(0,t) = wu(w,t) = 0 per ogni t > 0, u(z,0) = 0 e
Ou/0t(z,0) = 0.

Soluzione 6.10.12: w,, = nc, se per ogni n = 1,2,... si ha w, # w (assenza di risonanza) allora la soluzione &
data da

cos N w
(x,t) = = 2Ac? Z <sin wt — — sin wnt) sin nx

w
n>1 n

Esercizio 6.10.13. Per effetto di una sollecitazione esterna periodica agente sull’elemento di ascissa xg € (0, )
di una corda di lunghezza 7, I’equazione che descrive le vibrazioni della corda si scrive

0%u 1 0%u

@(q}, t) — 2 (x,t) = ad(x — x0) sin(4ct)

con a € R%. Si supponga che gli estremi della corda siano fissi, u(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni t > 0, e che
la corda sia inizialmente a riposo, ovvero u(x,0) = u:(x,0) = 0 per ogni x € [0,7]. Si risponda alle seguenti
domande:

1. si determini la funzione wu(x,t) che descrive le vibrazioni della corda;

2. si dica se esistono valori di zo € (0,7) per i quali non si osserva il fenomeno della risonanza.

Esercizio 6.10.14. Un estremo di una sbarra di lunghezza ¢, densita o e modulo di Young F & libero e 'altro

e fissato rigidamente. Si determino le vibrazioni longitudinali per condizioni iniziali di Cauchy arbitrarie.

Esercizio 6.10.15. Un estremo di una sbarra di lunghezza ¢, densita o e modulo di Young F ¢ libero e 'altro
e fissato elasticamente. Si determino le vibrazioni longitudinali per condizioni iniziali di Cauchy arbitrarie.

Soluzione 6.10.15: u(x,t) = >, <4 [an cos(Ayct) + by sin(Anct)] cos(A,x) con A, le radici positive dell’equazione
Atan(\) = h. Si osserva che X, e cos(\,z) sono gli autovalori e le autofunzioni del seguente problema di

{ X"(x) + A\2X () = 0
X'(0) =0, X'(€) +hX(£) =0

Sturm—Liouville
0<z </t

6.11. FEquazione delle onde: membrana rettangolare

Le vibrazioni di una membrana rettangolare di lati a,b € R’ sono descritte dall’equazione di
d’Alambert in due dimensioni spaziali, ovvero nella regione D := Dy, x R ove Dy, := {(z,y) €
R?: 0 <z <a, 0<y <b}. Condizioni al bordo sensate sono le seguenti:

(.T y70> (l’,y), %(xvya(n = ’Uo(SL’,y) ( )
u(0,y,t) = u(a,y,t) = Yy € [0, ] Vt €eR; (6.10)
u(z,0,t) = u(x,b,t) = Vr € [0,a], Vt € Ry

Esercizio 6.11.2. Si studino le vibrazioni della membrana rettangolare con le condizioni al bordo (6.10).
Soluzione 6.11.2: u(z,y,t) = >_, . 51 [@nm sin(wn,mt) + bpm cos(wp,mt)] sin(nmx/a) sin(mmry/b) ove

s =)+ (5F)] e tom= [ o [ aysin)sintmguote

a
€ Gpm € espresso in modo simile.

Esercizio 6.11.3. Si risolva I’Esercizio 6.11.2 nel caso ug(z,y) = 0 e vo(x,y) = (I/0)0(x — x0)d(y — yo) con
xo € (0,a) e yo € (0,b).
Soluzione 6.11.3: stessa soluzione dell’Esercizio 6.11.2 con i coefficienti dati dalle espressioni seguenti b, = 0

per ogni n,m > 1 e apm = [41/(0cmwhm)] sin(nao) sin(myq).
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6.12. Equazione del calore: sbarra limitata

L’equazione del calore descrive i processi diffusivi: detta costante di diffusione il numero reale
D si ha che I'osservabile fisica v : R? — R & descritta dall’equazione

d*u ou

D@(%ﬂ = E(

x,t) (6.11)
Alcuni esempi fisici: w € la temperatura in una sbarra unidimensionale e D = +/k/cp ove
k ¢ la conduttivita termica della sbarra, o e la sua densita e c il suo calore specifico; u puo
rappresentare la densita di un fluido in una miscela e D e il coefficiente di diffusione.

Nel caso dell'interpretazione termica di (6.11) si pud aggiungere un termine f(z,t) che
rappresenta la quantita di calore (energia termica), opportunamente normalizzata, introdotta
nella sbarra per unita di tempo e di lunghezza. In questo caso si ha I'equazione della conduzione
termica 32u o

0 — (z,t) + 7 f(:z: t) = T —(z, 1) (6.12)

Le condizioni al bordo dipendono dal problema fisico in studio; consideriamo il caso della
sbarra limitata di lunghezza (. Le equazioni (6.11) e (6.12) vanno risolte in D := {(x,t) € R? :
0 <z </ t>0} con condizione di Cauchy u(x,0) = ug(x) e con ulteriori condizioni al bordo
che dipendono dal particolare problema fisico:

1. estremo 0 della sbarra a temperatura fissata vo(t): u(0,t) = vo(t) per ogni t > 0;
2. estremo ¢ della sbarra a temperatura fissata vg(t): u(f,t) = vo(t) per ogni t > 0;

3. estremo 0 della sbarra a contatto con una sorgente che fornisce alla sbarra energia termica
per unita di tempo Q(t). Allora u,(0,t) = —Q(t)/k.

4. estremo /¢ della sbarra a contatto con una sorgente che fornisce alla sbarra energia termica
per unita di tempo Q(¢). Allora u,(¢,t) = Q(t)/k.

5. estremo /¢ libero e irradiante in una regione a temperatura 9(t). Allora, detto A > 0 il
coefficiente di scambio termico, si ha la condizione al bordo u,(¢,t) = —A[u(¢,t) — 9(¢)].
Tale condizione e detta anche legge di Newton e il coefficiente \ e legato alla costante di
Stefan.

Esercizio 6.12.2. Si risolva I'equazione (6.11) nella regione D := [0,£] x [0,400) con condizioni al contorno
ug(0,t) = ugy(€,t) = 0 per ogni t > 0 (gli estremi della sbarra sono isolati termicamente) e condizione iniziale
u(z,0) = uo(x) per ogni z € [0, 4], con ug € C*([0,£]). Si discuta il comportamento della soluzione per ¢t — +o0.
Soluzione 6.12.2: si trova

a

u(z,t) = (1/4) /Oa dz ug(z) + (2/0) Z(/ dx ug(z) cos(nmx/l)) exp{—kn?n*t/a*} cos(nmz/l)

n>1 0

Esercizio 6.12.3. Si risolva 'esercizio precedente con up(z) =z e £ = 1.

Esercizio 6.12.4. Si risolva l'esercizio precedente con ug(z) = 2% e £ = 7.

Esercizio 6.12.5. Si risolva '’equazione del calore con calore generato all’interno della sbarra, ovvero si risolva
lequazione (6.12) con f(z,t) = acoxr e a € R, nella regione D := [0, 7] x [0,400). Si impongano le condizioni
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al contorno «(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni ¢ > 0 (gli estremi della sbarra sono a temperatura nulla) e condizione
iniziale u(x,0) = 0 per ogni = € [0, x]. Si discuta il comportamento della soluzione per t — +oo.

Soluzione 6.12.5: u(z,t) = (2a/k) Y-, 5, (=1)"/n*(1 — exp{—kn’t} sin nz, nel limite ¢ — +o0 la soluzione tende
a u(x) = (a/6k)z(r® — 22).

Esercizio 6.12.6. Propagazione del calore su un’anello. Si risolva l’equazione (6.11) nella regione D := [—m, 7] X
[0, 4+00) con condizioni al contorno u(—m,y) = u(m,t) =0 e uy(—7,y) = uz(m,t) = 0 per ogni ¢ > 0 condizione
iniziale u(z,0) = Ao + Ay cos(ma) con Ag, A1 € R e m un intero positivo fissato. Si discuta il comportamento
della soluzione per t — +oc.

Soluzione 6.12.2: u(z,t) = Ag + Ay exp{—km?t} cos(mz).

Esercizio 6.12.7. Si risolva l’equazione del calore (6.11) per la sbarra limitata di lunghezza 7 con le seguenti
condizioni al bordo:

1. w(x,0) = a per ogni = € [0, 7], u(0,t) =0 e u(m,t) = 0 per ogni t > 0;

2. u(z,0) = sin®x per ogni x € [0,7], u(0,t) = 0 e u(m,t) = 0 per ogni t > 0 (suggerimento: sin®z =

[3sinz — sin(3x)]/4;

3. u(x,0) = cos® x per ogni = € [0, 7], u,(0,t) = 0 e uy(m,t) = 0 per ogni t > 0;

4. u(z,0) = z(m — x) per ogni x € [0,7], u(0,t) =0 e u(m,t) = 0 per ogni t > 0;

5. u(z,0) = 2% — 72 per ogni x € [0, 7], u,(0,t) = 0 e u(m,t) = 0 per ogni t > 0;

6. u(x,0) =z per ogni = € [0, 7], uy(0,t) =0 e ug(m,t) = 0 per ogni t > 0;

7. u(x,0) =sinx per ogni z € [0, 7], u(0,¢) =0 e u(m,t) = 0 per ogni ¢t > 0;

8. u(x,0) =T per ogni x € [0,7], u(0,t) = Ty e u(m,t) = Tp per ogni t > 0;

9. u(x,0) = Tha/m per ogni x € [0, 7], u(0,t) = Ty e uy(m,t) = 0 per ogni ¢t > 0;
10. u(x,0) = Ty per ogni z € [0, 7], ug(0,t) = AT /7 e uy(w,t) = AT /7 per ogni ¢t > 0;

0
11. u(z,0) =Ty per ogni = € [0, 7], u(0,t) = Ty e uy(m,t) = 0 per ogni ¢t > 0.

Si discuta il significato fisico della soluzione, in particolari si studi il limite t — oo.
Soluzione 6.12.7: si riporta la soluzione dei due primi problemi.

o ou(z,t) = [da/7] 32,51 [1/(2n — 1)]sin[(2n — 1)z] exp{—D(2n — 1)%t}
2. u(x,t) = (3/4)sinxexp{—Dt} — (1/4) sin(3x) exp{—9Dt}

Esercizio 6.12.8. Si consideri una parete di spessore d e conducibilita termica k che separa un ambiente
interno da uno esterno a temperatura Ty. Si supponga che all’istante ¢ = 0 la temperatura nella parete sia
uniformemente uguale a Tj e che alla parete interna venga trasmessa una quantita di calore H per unita di
tempo. Si determini la temperatura all’interno della parete e si mostri che per tempi piccoli la temperatua sulla
parete interna cresce come V.

Soluzione 6.12.8: il problema ai limiti & u(z,0) = Ty, u(d,t) = Tp e u,(0,t) = —H/k. La temperatura u(z,t) &
data da

Hd x 8 1 (2n+1)7m: _ 2 2 2
=T+ = |12 _ = (2n+1)%72 Dt/ (4d%)
u(z,t) 0+ A ] 7'['22 1) cos[ ¥ }e

Esercizio 6.12.9. Si consideri una sbarra rettilinea di lunghezza 7, densita o, conducibilita termica k e calore
specifico ¢. Si supponga che una sorgente di calore puntiforme posta a contatto con la sbarra nel punto di
ascissa /2 ceda alla sbarra una quantita di calore per unita di tempo pari a Q > 0. Si risponda alle seguenti
domande:

1. si determini la distribuzione di temperatura wu(z,t) all’interno della sbarra supponendo che all’istante
iniziale la temperatura nella sbarra sia nulla e che gli estremi della sbarra siano mantenuti a temperatura
nulla;
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2. si discuta il limite di tempi grandi. In particolare si determini in quale punto si raggiunge la temperatura
massima e si calcoli tale temperatura.

3. Facoltativo: si determini la distribuzione di temperatura wu(z,t) allinterno della sbarra supponendo che
u(x,0) = 0 per ogni x € [0, 7], che 'estremo = = 0 sia isolato termicamente e quello = 7 sia mantenuto
a temperatura nulla.

6.13. Equazione del calore: sbarra illimitata

Un caso interessante ¢ anche quello in cui I'equazione (6.11) viene studiata su tutta la retta
reale, ovvero in D := {(z,t) € R*: € R, t > 0}. In questo caso essa descrive il rilassamento
della temperatura in una sbarra infinita; I'unica condizione al bordo sara di tipo Cauchy, ovvero
di tipo iniziale. Si ha, quindi, il seguente problema di Cauchy:
0*u 1 ou
D—(x,t) + Qf(:c,t) = E@’t) V(z,t) € D

! L
O ¢ (6.13)

u(z,0) =up(x) VreR
La condizione di Cauchy in taluni casi va intesa in modo piu debole, si richiede che u(z,t) tenda
alla condizione iniziale per ¢ — 0; ovvero lim; o u(z,t) = ug(z) per ogni € R.

Esercizio 6.13.2. Si risolva l’equazione del calore (6.11) per una sbarra illimitata con condizione iniziale
u(z,0) = up(x) nei seguenti casi:

L uo(z) = 6(x);

2. ug(z) =Tp per z > 0 e ug(z) = =T per z < 0;

3. ug(x) =1 per |z| < € e up(r) =0 per |x| > ¢, con £ € RY;

4. up(x) = exp{—alz|} con a € RY;

5. ug(x) =0 per x <0, up(z) = Tp per 0 <z <L e ug(xr) =0 per x > £, con £ € RY,

Soluzione 6.13.2: 1. u(x,t) = [1/(2Dv/wt)] exp{—x?/(4Dt)}; 2. la soluzione puo essere ricondotta alla funzione
errore

2T x/VADt
u(w, t) = =2 eV’ dy

Vil

Esercizio 6.13.3. Si risolva ’equazione del calore (6.11) per una sbarra semi-illimitata, ovvero nella regione
D :={(z,t) €R?: 2 >0, t >0} con le seguenti condizioni al bordo:

1. u(x,0) =Tp per 0 < x < ¢, u(x,0) = 0 per > ¢, con £ € R, e u(0,t) = 0 per ogni ¢t > 0;
2. u(x,0) =Ty per 0 <z < ¢, u(x,0) =0 per x > ¢, con £ € R%, e u,(0,t) = 0 per ogni ¢t > 0;

3. u(z,0) = To(1 — exp{—ax}) per x >0, con a € R* , e u(0,t) = 0 per ogni ¢t > 0.

A. Notazioni

Segue l’elenco delle notazioni standard usate negli appunti:
— R insieme dei numeri reali.

— R, insieme dei numeri reali positivi.
— R* insieme dei numeri reali privato dello zero.

— R insieme dei numeri reali positivi privato dello zero.
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— Presi a,b € R tali che a < b l'intervallo chiuso di estremi a,b viene denotato con [a,b] e
quello aperto con (a,b) oppure |a, b[; si possono considerare intervalli semiaperti per i quali
si usano i simboli [a, b), ovvero [a, b, e (a, b], ovvero ]a, b].

— Z insieme dei numeri interi.

— 7y insieme dei numeri interi positivi.

— Z* insieme dei numeri interi privato dello zero.

— 77 insieme dei numeri interi positivi privato dello zero.

— N insieme dei numeri naturali.

— N* insieme dei numeri naturali privato dello zero.

B. Alcuni integrali notevoli

Si calcola l'integrale della gaussiana esteso a tutto ’asse reale; pitl precisamente si dimostra il

seguente risultato:

+00 5
/ e dr =1

e}

Infatti in virtu del Teorema di Fubini si ha

+oo 2 2 Foo 2 +oo 2 2 2
</ e’ d;z:) :/ e ” dx/ eV dy = // dr dye™ @ V)
—00 —o0 —o0 R2

Passando alle coordinate polari p € [0,00) e ¢ € [0, 27] tali che x = pcosp e y = psinp si ha

+oo 2 2 & 2 2 1 2
(/ e’ d:p) :/ dg/ dp oe”? = 27‘(‘(— —)e_g
—o0 0 0 2

da cui segue banalmente la tesi.

00
=T
0

Bibliografia

[1] G.B. Arfken, H.J. Weber, “Mathematical Methods for Physicist.” Academic Press, 1995,
San Diego, California.

[2] Vladimir I. Arnol’d, “Ordinary Differential Equations.” Springer—Verlag, 1992.

[3] W. Bolton, “Fourier series.” Longman Scientific & Technical, 1995, Harlow, England.
[4] J.W. Dettman, “Applied Complex Variables.” Dover Publication, Inc., 1965, New York.
[5] D.G. Duffy, “Solutions of partial differential equations.” Tab books Inc., US, 1986.

[6] Lawrence C. Evans, “Partial Differential Equations.” Graduate Studies in Mathematics
vol. 19, American Mathematical Society, 2002.

[7] M. Evgrafov, K. Béjanov, Y.V. Sidorov, M.V. Fedoryuk, M.I. Shabunin, “Recueil de
problems sur la théorie des fonctions analytiques.” Editions Mir, 1974, Moscou.

smat04.tex — ttobre - : pagina
fi 04 25 Ottobre 2004 15:56 gina 91



[8] G. Gentile, “Introduzione ai sistemi dinamici.”
[9] A. Ghizzetti, F. Rosati, “Analisi Matematica.” Volume 1. Editoriale Veschi, 1992, Milano.

[10] Fritz John, “Partial Differential Equations.” Applied Mathematical Sciences vol. 1,
Springer—Verlag, 1971.

[11] L. Rade, B. Westergren, “Mathematics Handbook for Science and Engineering.” Studentlit-
teratur, 1998, Lund, Sweden.

[12] Y.V. Sidorov, M.V. Fedoryuk, M.I. Shabunin, “Lectures on the Theory of Functions of a
Complex variable.” Mir Publishers, 1985, Moscow.

[13] A. Pinkus, S. Zafrany, “Fourier Series and Integral Transforms.” Cambridge University
Press, 1997, Cambridge, England.

[14] Isaak Rubinstein, Lev Rubistein, “Partial differential equations in classical mathematical
physics.” Cambridge University Press, 1993.

[15] A.N. Tichonov, A.A. Samarskij, B.M. Budak, “Problemi della fisica matematica.” Edizioni
Mir, Mosca, 1982.

[16] J. Ward Brown, R.V. Churchill, “Fourier Series and Boundary Value Problems.” Mc Graw—
Hill, Inc., 1993.

fismat04.tex — 25 Ottobre 2004 - 15:36 pagina 92



Indice

1. Trasformata di Fourier 1
1.2. Trasformata di Fourier . . . . . . . . . . . . 1
1.3. Trasformata di Fourier della gaussiana . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 6
1.4 . Trasformata di Fourier di una funzione razionale . . . . . . . . . . . . . .. ... 8
1.5. Funzione caratteristica di una distribuzione di probabilita . . . . . . . . . . ... 10
1.6. Reticoli di diffrazione . . . . . . . . . 11

2. Serie e integrale di Fourier 11
2.2. Serie di Fourier . . . . . . . . . e e 11
2.3. Serie di Fourier di soli seni e di soli coseni . . . . . . . . . .. ... ... .... 16
2.4 . Integrale di Fourier e sue applicazioni . . . . . . . . . . . . .. ... 16

3. Richiami sulle equazioni differenziali ordinarie 16
3.2. Fquazioni lineari a coefficienti costanti. . . . . . . . . . ... 17
3.8. Sistemi di equazioni differenziali lineari. . . . . . .. ..o 20
3.4 . Equaziont differenziali a variabili separabile. . . . . . . . . ... 38
3.5. Sistemi dinamict unidimensionali. . . . . . ..o 38
3.60. Sistemi dinamici planari e moti unidimensionali. . . . . . . . . . . ... ... .. 40
3.7. Moti centrali. . . . . . . . e 59
3.8. Serie di Fourier e equazioni differenziali ordinarie . . . . . . . . . . ... . ... 63

4. Operatori differenziali nello spazio tridimensionale 70

5. Equazioni alle derivate parziali del primo ordine 73
5.2. PDE lineari e semilineari . . . . . . . . . . . .. 73
5.3. PDE quasilineari . . . . . . . . . . . e 74

6. Equazioni alle derivate parziali del secondo ordine 76
6.2. Classificazione e forma canonica . . . . . . . . . . .. 76
6.3. Alcuni semplici esempi preliminari . . . . . . . ... 7
6.4 . Fquazione di Laplace: funzioni armoniche . . . . . . . . . . . .. ... ... .. 7
6.5. FEquazione di Laplace: dominio rettangolare . . . . . . . . . . . .. . .. .. ... 78
6.6. Equazione di Laplace: dominio a simmetria cilindrica . . . . . . . . . . . . ... 80
6.7. Equazione di Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 81
6.8. Fquazione delle onde: corda illimitata . . . . . . . . . . .. ... 81
6.9. Fquazione delle onde: corda semi—illimitata . . . . . . . . . .. ... ... ... 83
6.10. Equazione delle onde: corda e sbarra limitata . . . . . . . . . . . .. ... ... 84
6.11. FEquazione delle onde: membrana rettangolare . . . . . . . . . . . .. ... ... 87
6.12. Equazione del calore: sbarra limitata . . . . . . . . . . . . . . ... ... .. .. 87
6.13. Equazione del calore: sbarra illimitata . . . . . . . . . .. ... 90

A. Notazioni 90

B. Alcuni integrali notevoli 91

fismat04.tex — 25 Ottobre 2004 - 15:36 pagina 93



Bibliografia

fismat04.tex — 25 Ottobre 2004 - 15:36

91

pagina 94



