SOLUZIONI COMPITO del 3/07/2014
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA - ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta & a termini di segno non negativo (indipendentemente dal
valore del parametro reale ). Inoltre, utilizzando, ad esempio, il criterio della radice otteniamo

22 —3r  [22-3 1 w2 -3 | <1 se —2<a?-3<2 — 1<a? <5,
(1) 2 Yntl 7 | =1 sea’-3=x2 — % =1;5,
" n >1 se2?-3<-2 22-3>2 <= 22<1, 22>5.

Pertanto, per {—v/5 < 2 < —1}U{1 < 2 < v/5} la serie converge, per {z < —/5}U{-1 <z < 1}U{z > 5}
la serie diverge, per & = +1; ++/5, il criterio non da informazioni. Sostituendo, quindi, z = +1; ++/5 nella

serie, otteniamo
= oo =1

e quest’ultima serie e divergente, poiché il termine generale e asintotico a quello della serie armonica.
Concludendo la serie proposta converge per {—v5 < = < —1}U {1l < = < /5} e diverge per {z <
—V5lu{-1<z<1}u{z>+5}

Esercizio 2

Innanzitutto, calcoliamo l'integrale indefinito della funzione proposta, utilizzando la sostituzione di variable
cos(2z) = t, da cui —2sin(2z) dz = dt:

/tan2(2x) sin(2x) dz = / Sm?ﬂ sin(2x) dz = /1_&382(21:) sin(2x) dz

cos?(2zx) 6082(2:13)
1 [1- t2
=—— —dt— | = dt
T (/ [ )
1 1 cos(2x)
=——|(—=—t)+C= C.
2 ( t ) * 2cos(23:) + 2 +
Imponendo la condizione richiesta si ricava
1 cos(2x)
3 C =1/241/2+C — c=1/2.
/2= 2 cos(2x) 7 ' 2=0 2+1/2+ /
Quindi la primitiva richiesta sard ¢(z) = 2cos1(2a:) 4 cos(22) i

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica associata & A2 — 3\ +2 = 0, che ha come soluzioni A = 1;2. Pertanto, I'integrale generale
dell’equazione omogenea associata & y,(z) = Cre® + Coe??.
Poiché A = 1 & soluzione dell’equazione caratteristica, dal metodo di somiglianza otteniamo che una soluzione
particolare sara data da y,(r) = Aze®, da cui y,(v) = Ae” + Aze” e y,(z) = 2Ae” + Aze”. Sostituendo
nell’equazione completa otteniamo

(2A+ Az — 3A — 3Ax 4 2Ax)e” = 2" = -—-A=2 = A=-2,

quindi y,(z) = —2ze® e I'integrale generale dell’equazione proposta & y(x) = C1e®+C2e*® —2ze®. Imponendo,
ora, la condizione richiesta, otteniamo

x 2 2re® 2
lim y(x) = lim Cre? + Cre e lim (C1 +C — x) =Cs.
e

z—+oo @2% T—+00 e2z T—~+o00

Pertanto, il limite richiesto sara nullo se e solo se Co = 0, quindi le soluzioni cercate saranno della forma
y(z) = C1e* — 2ze® con C; € R.



Esercizio 4
Poiché si tratta di una forma di indecisione [1°°], utilizzando le proprieta dei logaritmi, riscriviamo il limite
proposto nella forma

1

1 log([cos(log z)] (e=1)? ) 1
lim [cos(log z)] =-D? = lim e — lim e G-nZ logleos(log )]
rz—1 x—1 rz—1

e studiamo il comportamento dell’esponente. Tenendo conto che, per y — 0, log(l + y) ~ y, con y =
(cos(logz) —1) ey =z —1ecosy — 1~ —y?/2, con y = log z, otteniamo

B 1 cos(logz) — 1
m 10g[COS(10g flf)] = m log[l + (COS(IOgl') — 1)] ~ w
log? x B log?[1 + (z — 1)] (x—1)2

Y Neo1p T 2wonr " 2woup s

Pertanto,
1 1 o
lim [cos(log z)] ==D? = lim e(=—D? loglcosClog o)l _ o-1/2 _ 1/Ve.
z—1 z—1

Esercizio 5
Tutte le affermazioni sono false, basta prendere a, =

B), con b, = \/an; a, = % eb, = ?12 nella C).

1 1

nella A) e nella D), con b, = al; ap, = -7 nella

S



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno non negativo (indipendentemente dal
valore del parametro reale ). Inoltre, utilizzando, ad esempio, il criterio della radice otteniamo

\/ 2"7« 2 1 2 {<1 Se$2—4<—27$2—4>2<:}>a;‘2<2,x2>6’
\ ~ ? =1 se x2 —4 =42 = 2=92:6

2 n 2 2 ) 2 ) Uy

@ Arin+1) 2 4 n2 & | >1 se—2<a’—-4<?2 — 2<2?2<6.

Pertanto, per {z < —/6} U {—v2 < 2 < v2} U {z > 6} la serie converge, per {—v6 < z < —/2} U
{V2 < x < V/6} la serie diverge, per x = ++/2;4+/6, il criterio non da informazioni. Sostituendo, quindi,
Tr = :I:\/i; +/6 nella serie, otteniamo

X on = 1

; 2 (n+1)2 ; (n+ 1)

e quest’ultima serie & convergente, poiché il termine generale & asintotico a quello della serie armonica

generalizzata con esponente 2 > 1.
Concludendo la serie proposta converge per {x < —/6} U {—v2 < 2 < v2} U {z > 6} e diverge per

{—V6 <z < —V2}U{V2<z<6}.

Esercizio 2
Innanzitutto, calcoliamo l'integrale indefinito della funzione proposta, utilizzando la sostituzione di variable
sin(2z) = t, da cui 2 cos(2z) dz = dt:

/Cot2(2x) cos(2z) dx = / M cos(2z) dx = / 1_817112(21;) cos(2x) dx

sin?(2z) sin2(2x)
11— t2
ey ([ [ae)
2
1 1 _ sin(22)
=—(—-==t C=- C.
2 ( t ) * 251n(2x) 2 +
Imponendo la condizione richiesta si ricava
1 sin(2x)
2=— — C =-1/2-1/2+C == c=3.
2sin(2z) 2 * w=m/4 / /2+
Quindi la primitiva richiesta sara ¢(z) = — 251111(21) — Sin(;z) +3.

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica associata € A\? + 5\ 4+ 6 = 0, che ha come soluzioni A = —2; —3. Pertanto, l'integrale
generale dell’equazione omogenea associata & y,(r) = C1e™2% + Cye™3%.
Poiché A = —2 & soluzione dell’equazione caratteristica, dal metodo di somiglianza otteniamo che una
soluzione particolare sard data da y,(z) = Aze ", da cui y, () = Ae™ " — 2Aze " e y/(x) = —4Ae™ " +
4Axe~2*, Sostituendo nell’equazione completa ottenlamo

(—4A+4Az +5A — 10Ax + 6Az)e " =4de™** = A=4,

quindi y,(z) = 4ze™® e lintegrale generale dell’equazione proposta ¢ y(z) = Cie™2% + Cae 3% + 4ze™2%.
Imponendo, ora, la condizione richiesta, otteniamo
x

. y(x) . Cre 2% 4 Che 3T 4 4ge—2® . C
lim = lim = lim

Pertanto, il limite richiesto sara nullo se e solo se Co = 0, quindi le soluzioni cercate saranno della forma

y(r) = Cre™2® + 42¢=2% con C; € R.

z——o0 3% T——00 e~ 3% T——00



Esercizio 4
Poiché si tratta di una forma di indecisione [0°], utilizzando le proprieta dei logaritmi, riscriviamo il limite
proposto nella forma

1
. . 1 . log([sin(emfl)] logl'> . | w
lim [sin(e” — 1)]Tez = lim e — lim efsz loglsin(e"—1)]
z—0t z—0t z—0t

e studiamo il comportamento dell’esponente. Tenendo conto che, per y — 0, siny ~ y e log(siny) ~ logy,
cony=e*—1,eey —1~y, con y=x, otteniamo

logz o8lsm(e” = D~ oo log(e” — 1) ~ 12 log
Pertanto,
1 1 . =
lim [Sin(ex — 1)]logz — lim els= log[sin(e”—1)] _ e.
z—0+t z—0+t

Esercizio 5
Tutte le affermazioni sono false, basta prendere b, = \/n nella A) e nella D), con a,, = b2; b, = n* nella B),
con a, = /by; b, = /n e a, = n? nella C).



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno non negativo (indipendentemente dal
valore del parametro reale ). Inoltre, utilizzando, ad esempio, il criterio della radice otteniamo

\/ 3n 3 1 3 {<1 ser?—6< -3, 22 -6>3 < 22<3, 22 >9,
{ ~ - =1 sex?—-6==43 — 22 =3;9

2 _ Qln(n2 2 _ n/—9 2 _ y
e s e k(R S S = 3<a2?<9.

Pertanto, per {z < —3}U{—v/3 < z < v/3}U{z > 3} la serie converge, per {—3 < z < —/3}U{V/3 <z < 3}
la serie diverge, per & = 4+/3; 43, il criterio non da informazioni. Sostituendo, quindi, z = 4++/3; %3 nella
serie, otteniamo

+o00 n 00
oy L

3n(n?+1) n?+1
n=1 n=1

e quest’ultima serie € convergente, poiché il termine generale ¢ asintotico a quello della serie armonica
generalizzata con esponente 2 > 1.
Concludendo la serie proposta converge per {z < —3} U {—\/§ <z <V3lu{z > 3} e diverge per

{-3<ax<-V3Ju{V3<a<3}.

Esercizio 2
Innanzitutto, calcoliamo l'integrale indefinito della funzione proposta, utilizzando la sostituzione di variable
sin(z/2) = t, da cui 3 cos(z/2) dz = dt:

cos?(x/2) 1 — sin®(z/2)

/cot2(x/2) cos(z/2) dx :/SH12(:£/2) cos(z/2)dx = /s1n2(:z:/2) cos(x/2) dx

1—¢? 1 t2

:2(—1—25)—}—0:—5“1(1/2)—ZSin(x/Q)—FC'.

Imponendo la condizione richiesta si ricava

-5 = _r — 2sin(z/2) + C

D ——2-24C = C=-1.

Quindi la primitiva richiesta sara ¢(z) = —m — 2sin(z/2) — 1.

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica associata ¢ A\? + 3\ + 2 = 0, che ha come soluzioni A = —1; —2. Pertanto, l'integrale
generale dell’equazione omogenea associata & y,(x) = Cre™% + Cye 2%,
Poiché X = —1 & soluzione dell’equazione caratteristica, dal metodo di somiglianza otteniamo che una
soluzione particolare sara data da y,(r) = Ave™, da cui y,(z) = Ae™ — Are™ e y, (z) = —2Ae™" + Aze 7.
Sostituendo nell’equazione completa otteniamo

(—2A+ Ax +3A —3Ax + 2Ax)e ™ =4e™" — A=4,

quindi y,(z) = 4ze™ e l'integrale generale dell’equazione proposta ¢ y(z) = Cie™® + Coe™ " + 4dze™".

Imponendo, ora, la condizione richiesta, otteniamo

. y(:r) . Cie ™™ + 0267290 + 4ze™"
lim = lim

4

r——00 @ <T T——00 e_2I T——00 e~ T

Pertanto, il limite richiesto sara nullo se e solo se C; = 0, quindi le soluzioni cercate saranno della forma
y(x) = Cre™® +4ze™® con C; € R.



Esercizio 4
Poiché si tratta di una forma di indecisione [0°], utilizzando le proprieta dei logaritmi, riscriviamo il limite
proposto nella forma

nh2 (e — *ﬁ)
lim [sinh?(e” — 1) 7% — lim elog([smh (T=D] ZRE5 ) e s loglsinh? (e" 1))

z—0t z—0t z—0+

e studiamo il comportamento dell’esponente. Tenendo conto che, per y — 0, sinhy ~ y e log(sinh2 y) ~
2logy, cony =e® —1,ee¥ —1 ~y, con y = x, otteniamo

1
- log[sinh?(e” — 1)] ~ — 2log(e” — 1) ~ — 2logz = —1.
2log x oglsinh (e ) 2logx og(e ) 2logx 08T
Pertanto,
1 1 o120 @
lim [sinh?(e” — 1)] 7Pz = lim e~ Tz 0ebinh ("=l — o=1 _q /¢
z—0t z—0t

Esercizio 5
Tutte le affermazioni sono false, basta prendere b,, = v/n nella A) e nella B), con a,, = b2; b, = n* nella C),
con a, = vby; by, = /n e a, =n? nella D).



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno non negativo (indipendentemente dal
valore del parametro reale ). Inoltre, utilizzando, ad esempio, il criterio della radice otteniamo

222 — 57 |22 -5 1 222 —5| [ <1 e —3<22?-5<3 — l<a2? <4,
i ~ =1 se 202 — 5 =43 = z?=1;4,
3n(n—1) 3 Vn-1 3 >1  se22—5<-322-5>3 « 22 <1,22 >4

Pertanto, per {—2 < z < —1} U{l < x < 2} la serie converge, per {v < -2} U{-1 <z <1}U{z > 2} 1la
serie diverge, per x = +1;+2, il criterio non da informazioni. Sostituendo, quindi, x = +1;+2 nella serie,

otteniamo
= o3n R |

2 5D 2n1

e quest’ultima serie e divergente, poiché il termine generale & asintotico a quello della serie armonica.
Concluedendo la serie proposta converge per {—2 < z < —1}U{l < < 2} e diverge per {z < -2} U{-1 <
x <1} U{x > 2}.

Esercizio 2
Innanzitutto, calcoliamo 'integrale indefinito della funzione proposta, utilizzando la sostituzione di variable
cos(z/2) = t, da cui —3 sin(z/2) dz = dt:

/tan2(33/2) sin(z/2) dx = / Z;I;Q((xéz)) sin(z/2) dx = /W sin(x/2) dz

-l fi)

L <_1 _t> o= W + 2cos(x/2) +

Imponendo la condizione richiesta si ricava

2
1= cos(2/2) + 2cos(z/2)

=2

70:2+2+C = C=-3.

Quindi la primitiva richiesta sara ¢(z) = cos(a:/z) + 2cos(z/2) —

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica associata & A2 — 5\ +6 = 0, che ha come soluzioni A = 2; 3. Pertanto, I'integrale generale
dell’equazione omogenea associata ¢ y,(z) = C1e?® + Cye3®.
Poiché X = 2 e soluzione dell’equazione caratteristica, dal metodo di somiglianza otteniamo che una soluzione
particolare sara data da y, (z) = Aze®”, da cui y,(z) = Ae** +2Axe*” ey (x) = 4Ae** +4Axe®”. Sostituendo
nell’equazione completa otteniamo

(4A +4Az — 5A — 10Ax + 6Az)e*” = 2** — —-A=2 = A=-2,

quindi y,(r) = —2xe®® e l'integrale generale dell’equazione proposta ¢ y(z) = C1e** + Cee3® — 2xe?®
Imponendo, ora, la condizione richiesta, otteniamo

2z 3 __ 2 2z 2
lim y(@) = lim Cre™ + Coe e lim (Ol + C5 — x) =C5.
T ev

z+oo e3T T—+00 e3z T—+00

Pertanto, il limite richiesto sara nullo se e solo se Co = 0, quindi le soluzioni cercate saranno della forma
y(r) = C1e?® — 22e?* con C; € R.



Esercizio 4
Poiché si tratta di una forma di indecisione [1°°], utilizzando le proprieta dei logaritmi, riscriviamo il limite
proposto nella forma

1
: —L . 10g([cosh(10g2 )] (1’”4) . 1 h(log?
lim [cosh(log® )] =07 = lim e — lim eG-n7 logleosh(log™ z)]
r—1 z—1 r—1

e studiamo il comportamento dell’esponente. Tenendo conto che, per y — 0, log(l + y) ~ y, con y =
(cosh(log;2 x) — 1) ey=x—1ecoshy—1~y?/2, con y=log?z, otteniamo

1

cosh(log® z) — 1

cosh(log” z)] = - 1)

1 2
o7 log[1 + (cosh(log® z) — 1)] ~
log'z  log'[l+(z—1)] (z—-1)*
T2 T T 2@-—1F T 2@-1F 1/2.

Pertanto,
1 1 2
lilrnl[cosh(log2 z)] 0T = lim e @17 logleosh(log™a)] _ 172 _ /5
T—

rz—1

Esercizio 5
Tutte le affermazioni sono false, basta prendere a,, = ﬁ nella A) e nella B), con b, = a2; a, = n—14 nella

), con b, = \/an; a, = ﬁ eb, = # nella D).



