SOLUZIONI COMPITO del 08/01/2014
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1
Ponendo z = z + iy = re'?| otteniamo 3z — 2i = 3z + i(3y — 2), da cui si ricava

2 o o 20y =0,
vt a” -y +2izy =0 — 29 -
3r+a°—y =90,
z=0, z=0,
2 T T
—y :—7,y<0, = — —_
2 4 2’
{y:O7 et y:07
2
z°+3r=0,2>0 impossibile,
{y:07 y=20,
2> +3z=-7m, 2<0, impossibile ,

dove abbiamo tenuto conto che, se x = 0, necessariamente § = 4m/2, mentre se y = 0, necessariamente
6 = 0, —m. Inoltre, abbiamo osservato che l’equazione z? + 3z + 7 = 0 non ha soluzioni, in quanto ha il
discriminante negativo e x = y = 0 non e ammissibile. Pertanto, la soluzione cercata sara z = —i\/g .

Esercizio 2
Ricordiamo che

log (14 sin 1 1/, 1\ 1 1 1/1 1)\ 1 1
0 sin— | ~sih——=-(sih—=| ~—=———-—==-—"—] ~—= — —.
& n? n? 2 n? n?2 6n 2\n?2 6nS n2  2nt

Quindi, posto

{log (14sin) — nlz]
"= "ops — 3log(l+mn) "

si ottiene che, per o # £+/2,

1
1 1 no o a sea<f\/§ea>\/§,
n
anN<nQn°‘2>2n3N 1
~5aT=ats se —vV2 < a < V2.
nafa

In particolare, tenendo conto che o — o + 3 > 0, poiché ha il discriminante negativo, si ha

400 se a > 5,
1/2 se =5,

=9 0 sea<—v/2evV2<a<h,
0 se —V2 < a < V2.
Inoltre, per o = +v/2, si ha
1 n®
I T ot T g
Quindi, si ricava
400 se a > 5,
ap — 9 1/2 se oo =5,
0 se a < 5.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — 2\ — 5 = 0, che ha come soluzioni A = 1 + /6. Quindi, I'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(z) = Cle(1+\/6)‘” + Cge(l_‘/é)”. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni k € N, y,(z) = Ae*”, da cui y, (z) = kAe*” e y)/(x) = k? AeF*. Pertanto, inserendo
nell’equazione, si ricava

k2 Aef* — 2k Ak — 5 Ak = ek

1

k2 —-2k—-5"

dove abbiamo tenuto conto del fatto che k2 — 2k — 5 # 0, poiché si annulla in valori non appartenenti ad N.
Quindi, I'integrale generale dell’equazione proposta sara

= Ak*-2k-5)=1 = A=

_ 1+\/6:v 17\/61 1 kx
yk(a:)_Cle( ) +CQG( ) +me vk e N.

Consideriamo ora

yk(x)e(kyé)m _ Cle(1+\/6)gcJFCQG(p\/é)IJr 1 ok | ((1=VO)z

k2 -2k -5
1
= 016 + Cre272V0)7 | yE Ry — ekt1=Vo)r

poiché
lim Cpe® 207 =0 VO, €R, mentre lim Cye* =400  VC; € R\ {0},
T—>+00 T—+00
affinché la soluzione sia limitata per  — +oo, si deve avere C; = 0 e k+ 1 — /6 < 0 ovvero, tenendo
conto che k& > 1, I'unico valore ammissibile ¢ £ = 1. Quindi, al variare di Cy € R si hanno infinite soluzioni
soddisfacenti alla condizione richiesta, date da

1
y(x) = Coe1=VO)z _ 6 e®, CyelR.

Esercizio 4
Osserviamo che per x — +00, si ha

i@ 1 1 11, [z—z-1 1 , 1
€T) ~ —_ —_— €T = —_ €T ~ — :

z(z+1) 6x3(x+1)3 22 x2(x+1) 6x3(x+1)3 z’
pertanto, I'integrale proposto non converge.

Esercizio 5
Osserviamo che

1+a,\" log( 1tan 1+a an —b
") 51 e mos(EEE) 51 e pl ) 50 < nl 1 ") 50;
<1+bn) ¢ 1208 1+ b, nlog {1+ 1+ b, ’

sahé Gn—bn an—bn an—bn o :
pertanto, poiché % i 0 e log (1 + 55 ) ~ T, sl deve necessariamente avere

— 0.

an—bn
Ay — bn 1+b,
n 1

170, — 0 che equivale a

n

Quindi, per definizione, da quest’ultima condizione si ricava %=z = ¢ (l)
) ) 140, n



TEMA B

Esercizio 1
Ponendo z = x + iy = re'?, otteniamo 2 — 4z = 2 — 42 — 4iy, da cui si ricava

—diy + i(x” — —2zy =1 — —
y y y Cayia? g0,
z=0, =0,
—4y—y2:ﬁ y>0 impossibile,
27 )

r=0, z=0,

Ay —t =T — 9 J4+ T

-y =-5,y<0,  _ Y +t3
yZO, y:O,
z2=0, >0 impossibile ,
y:O’ y:O,
22 =—7, <0, impossibile ,

dove abbiamo tenuto conto che, se x = 0, necessariamente § = +m/2, mentre se y = 0, necessariamente
f# = 0,—mx. Inoltre, abbiamo osservato che la soluzione identicamente nulla non & accettabile, ’equazione

2* = —m non ha soluzioni e y = =2+ /4 — T < 0. Pertanto, la soluzione cercata sard z = (=2 — /4 + %)i.

Esercizio 2
Ricordiamo che

sinh |lo 1—|—i lo 1—|—i +110 l—l—i 3 i—i-i-l i—ig LR
& n3 & n3 6|8 n3 n3  2n% 6 \n3 2nS n3  2nb’
Quindi, posto

[2n —log(1 + n*)]
n=20" —sinh [log (1 + %)]

-

an =

si ottiene che, per aw # +4/3/2,

2
om0 e se < —/3/2ea>/3/2,

1 1\ 2
(nzaz - ﬁ) m se — 3/2 <oa< \/3/2.

In particolare, tenendo conto che —2a% + a — 1 < 0, poiché ha il discriminante negativo, si ha

Ay ~

0 se a > 4,
-2 se a = 4,

—00 se v < —/3/2¢+/3/2 < a <4,
+o0 se —/3/2 < a < +/3/2.

Ap —

Inoltre, per @ = £4/3/2, si ha

11—«
Ay ~ 2n = 4n7i\/% — +00.
2nb
Quindi, si ricava
0 se a > 4,
-2 se o = 4,

—00 se @ < —/3/2¢e/3/2 < a <4,
400 se —v/3/2 < a < 4/3/2.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 +4X —6 = 0, che ha come soluzioni A = —2+1/10. Quindi, I'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(z) = Cle(_2+m)l+02€(_2_m)w. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni k € N, y,(z) = Ae ", da cui y,(z) = —kAe " ¢ y/'(x) = k*Ae™**. Pertanto,
inserendo nell’equazione, si ricava

k2Ae ™ — 4k Ae % — 6Ae kT = ¢k
1
k2 —4k -6’

dove abbiamo tenuto conto del fatto che k? — 4k — 6 # 0, poiché si annulla in valori non appartenenti ad N.
Quindi, I'integrale generale dell’equazione proposta sara

= Ak’ -4k-6)=1 = A=

— —24+V10)z —2-/10)z 1 e
yk(z) = Cle( ) + 026( ) + 24k —6 e Vk e N.
Consideriamo ora
yk(x)e(—2+\/ﬁ)z = |Cye~2tVI0z | (-2 VIO | 1 oke] 2V
k2 — 4k —6
— —442y/10)x Az 1 h—24/T0)e
= Chel 7 4 Cpe ™t o s

poiché

lim Cle(_4+2m)w =0 vV, € R, mentre lim Che™** = +00 vCy € R\ {0},
T——00 r——00

affinché la soluzione sia limitata per x — —oo, si deve avere Co = 0 e —k — 2 + /10 > 0 ovvero, tenendo

conto che k& > 1, I'unico valore ammissibile & & = 1. Quindi, al variare di C; € R si hanno infinite soluzioni

soddisfacenti alla condizione richiesta, date da

1
y(x) = Chel~2HV10)z _ g e ®, CpeR.

Esercizio 4
Osserviamo che per z — 07, si ha

w(x+ 1)+ 3235(x+1)% —z  2? + 3 (2% + 32" + 325 + 29) 1

f(@) ~ 772 272 ~ G320

pertanto, I'integrale proposto non converge.

Esercizio 5
Osserviamo che

,,,LZ
<1+ Z") 51 = ™ ls(1E) L1 e p2log <1+ Z”) —0;
an

pertanto, poiché 7= ¢ una successione regolare si deve necessariamente avere 7 — 0 e, quindi, tenendo

conto che in tal caso log (1 + Z—) ~ 3=, si ricava che deve necessariamente valere
n n

e
B

2@

b

=
3

n — 0 che equivale a

3

Quindi, per definizione, da quest’ultima condizione si ottiene §* = o (%)



TEMA C

Esercizio 1
Ponendo z = = + iy = re'?, otteniamo 5z — 1 = 5z — 1 + 5iy, da cui si ricava
iy —i(x” — Ty =1 = =
Y Y Y By—a22+12 =0,

I:O, .I:O,

m -5+ V25427
5y+y2:§,y>0, y=—">

=0, z=0,
T
5 2 T <0, —5++/25 - 27
y+y 50 Y — y:f\/—’
{y—o, y:O7
2 __
—2°=0,2>0, impossibile,
{yzo, y:07
2 __
-zt =7, <0, {impossibile,

dove abbiamo tenuto conto che, se x = 0, necessariamente § = 4w /2, mentre se y = 0, necessariamente
0 = 0,7. Inoltre, abbiamo osservato che la soluzione identicamente nulla non & accettabile e ’equazione
2 —5++/25=27 . —5+V/2542r ,
2 2 :

—x“ = w non ha soluzioni. Pertanto, le soluzioni cercate saranno z = iez=

Esercizio 2
Ricordiamo che

e 1 4 sin (L -_a Ll (L 2 L1 11 1 S| 1
inh | —= || ~sinh | —= | — = [sinh | — ~N—_—t — - =+ — ] ~—= = .
o8 i n3 ° n3 2 ° n3 n3  6m? 2 \n3 6n n3  2nb

Quindi, posto
[5n? —2log(1+n%)]
Up = —F5 5 A 1 n ’
n=20* —log (1 + sinh %)

si ottiene che, per a # £4/3/2,

502 p—o ~aTE sea < —/3/2ea>/3/2,

1 ) 5
(n2a2 - ?) W se — 3/2 <oa< \/3/2.

In particolare, tenendo conto che —2a% + a — 2 < 0, poiché ha il discriminante negativo, si ha

Ay, ~

0 se a > 5,
-5 se a = b,

In =\ —o0 se @ < —/3/2e+/3/2 < a <5,
+oo se —v/3/2 < a < /3/2.

Inoltre, per @ = £4/3/2, si ha

2—«
Ay ~ 5n1 = 10n8i\/?W — +00.
2n6
Quindi, si ricava
0 se a > 9,
-2 se a = 5,

Apn —

—00 se @ < —/3/2¢e/3/2 < a<5,
400 se —/3/2 < a<4/3/2.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 +4\ —8 = 0, che ha come soluzioni A = —2+1/12. Quindi, I'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(z) = Cle(_2+\/ﬁ)l+02€(_2_‘/ﬁ)w. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni k € N, y,(z) = Ae ", da cui y,(z) = —kAe " ¢ y/'(x) = k*Ae™**. Pertanto,
inserendo nell’equazione, si ricava

k2Ae ™ — 4k Ae % — 8Ae T = ¢k
1
k2 —4k -8’

dove abbiamo tenuto conto del fatto che k? — 4k — 8 # 0, poiché si annulla in valori non appartenenti ad N.
Quindi, I'integrale generale dell’equazione proposta sara

= AK*-4k-8)=1 = A=

_ 24Dz 2Dz 1 —ka
yk(l‘) = C’le( ) + CQG( ) =+ m (§] Vk S N .
Consideriamo ora
(@) "2HVIE — | 024V | 0o (-2-VTa | 1 ok | o(~2+VID
k2 —4k — 8
. 74+2\/ﬁ x —4x 1 7k72+\/ﬁ T,
—Cle( ) +Cge +me( ) 3

poiché

lim Cle(_4+2‘/ﬁ)w =0 VC; € R, mentre EIEI Coe ™ = 400 vCy € R\ {0},

T——00

affinché la soluzione sia limitata per x — —oo, si deve avere Co = 0 e —k — 2 + /12 > 0 ovvero, tenendo
conto che k& > 1, I'unico valore ammissibile & & = 1. Quindi, al variare di C; € R si hanno infinite soluzioni
soddisfacenti alla condizione richiesta, date da

1

y(x) = Che(~2HVI2) _ T e™®, CpeR.
Esercizio 4
Osserviamo che per z — 07, si ha
30?7 — 322 (z + 1) — 3322 (x + 1)]*  —32% — 9(2° + 327 + 32® + 2°) 3
fa) ~ 21372 - 21372 ~TLT2

pertanto, I'integrale proposto non converge.

Esercizio 5
Osserviamo che

,,,LZ
<1+ Z") 51 = ™ ls(1E) L1 e p2log <1+ Z”) —0;
an

pertanto, poiché 7= ¢ una successione regolare si deve necessariamente avere 7 — 0 e, quindi, tenendo

conto che in tal caso log (1 + Z—) ~ 3=, si ricava che deve necessariamente valere
n n

e
B

2@

b

=
3

n — 0 che equivale a

3

Quindi, per definizione, da quest’ultima condizione si ottiene §* = o (%)



TEMA D

Esercizio 1
Ponendo z =  + iy = re'? | otteniamo 4i — 2z = i(4 — 2y) — 2z, da cui si ricava

—21 — &% 4y — 2izy = 0 T
y iy = == 9 9 =
-2z -z +y° =90,
x=0, =0,
2 T m
Yy =5,4>0, =1/%
2 4 \/;
{y()? E— y=20,
2
—z"—2x=0, >0, impossibile,,
{y_O, y=0,
-2 —2x=m, x<0, impossibile,,

dove abbiamo tenuto conto che, se = 0, necessariamente § = +7/2, mentre se y = 0, necessariamente
6 = 0, 7. Inoltre, abbiamo osservato che I’equazione z2? + 2z + 7 = 0 non ha soluzioni, in quanto ha il
discriminante negativo e x = y = 0 non & ammissibile. Pertanto, la soluzione cercata sara z = z\/g .

Esercizio 2
Ricordiamo che

sin |lo, 14—1 lo 14—1 1 lo 1+1 ’ L L L1 Ly’ ! L
in — || ~ — ]| == — ~N—_———— == | ~= -
& n? & n? 6 & n? n? 2nt 6 \n? 2nt n2  2n4
Quindi, posto
{sin [log (14 )] - n%} 9er

ap ‘= no,,

3n* —log(1 + n?)

si ottiene che, per o # +£/2,

1
(1 1>’I’L2a W Sea<_\/§ea>\/§,
n?  no* ) 3nt 1
_W se—\/§<a<\/§.

In particolare, tenendo conto che o — 2 + 4 > 0, poiché ha il discriminante negativo, si ha

400 se a > 3,

o 1/3 se o =3,

" 0 sea<—v2evV2<a<3,
0 se—\/§<a<\/§.

Inoltre, per o = ++/2, si ha

1 n2@ 1
a,LN—ﬁ%:—W%O.
Quindi, si ricava
400 se a > 3,
an—>{1/3 se o =3,
0 se a < 3.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — 2\ — 7 = 0, che ha come soluzioni A = 1 + /8. Quindi, I'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(z) = Cle(1+\/§)‘” + Cge(l_‘/g)”. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni k € N, y,(z) = Ae*”, da cui y, (z) = kAe*” e y)/(x) = k? AeF*. Pertanto, inserendo
nell’equazione, si ricava
k2 Aer* — 2k Ak — 7Ak® = &b
1

A 2—2 - :1 Azi
— (k k—1) — eyt

dove abbiamo tenuto conto del fatto che k2 — 2k — 7 # 0, poiché si annulla in valori non appartenenti ad N.
Quindi, I'integrale generale dell’equazione proposta sara

1
yi(x) = Cre1HV®2 4 Chell=VBIz | T T &t wvEeN.
Consideriamo ora
1
yi(@)e YD = 01l VI 4 Cpelt VI 4o | 1V
= 2 2-2v8)z 1 k+1—v8)x .
= C1e? o Coe I g Y

poiché
lim 026(272\/5)30 =0 VCy € R, mentre lim Ce*® = +o00 vCy € R\ {0},
r—+o0 r—+o0
affinché la soluzione sia limitata per x — +oo, si deve avere C; = 0 e k 4+ 1 — /8 < 0 ovvero, tenendo
conto che k& > 1, 'unico valore ammissibile & & = 1. Quindi, al variare di Cy € R si hanno infinite soluzioni
soddisfacenti alla condizione richiesta, date da

y(z) = 026(1_\/52)95 — éew, CyeR.

Esercizio 4
Osserviamo che per x — 400, si ha

2 2 222 + 4 2 — 22
)~ | e E e

3 + + zt~—
x4 2?(x+1)2  628(x+1)8 zt(z+1)2 626 (x4 1)6 x
pertanto, I'integrale proposto non converge.

Esercizio 5
Osserviamo che

14a,\" log( ttan 1+a an — b
n 1 nlog( L) 1 1 n 1 1 n 2 ;
<1+bn) —1 < e — <:>nog<1+bn)e0<:>nog(+1+bn)ﬁo,

pertanto, poiché “ﬂ%’y’" — 0 e log (1 + aln;;bb"') ~ “{fbb", si deve necessariamente avere

b a,—bp
. 140,

2 50 che equivale a +1 '

n

Ay —

— 0.
140,

n

Quindi, per definizione, da quest’ultima condizione si ricava %=tz = ¢ (l)
5 3 14+b, n



