SOLUZIONI COMPITO del 10/01/2014
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Ponendo z = x + iy, otteniamo (2% + 2) = i(2? — y? + x) — 2y — y, da cui si ricava

)| =3 = e 2V =3 = —2ay-—y=Ilog3.

Pertanto, avremo y = —21(;%5’1 ex # —1/2, ovvero z = = — 221‘;331 La rappresentazione delle soluzioni nel
piano complesso ¢ un’iperbole con asintoto verticale in x = —1/2 e rami nel secondo e quarto quadrante.

Esercizio 2

. . . . N .. N a—2/3
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi; inoltre, posto a,, := )

sinh(n
no?—2
osserva subito che, se a > 2/3, per la gerarchia degli infiniti, a, 4 0, quindi la serie diverge. Invece, per

a < 2/3, tenendo conto che n®~2/3 — 0 e, quindi, sinh(n®~2/3) ~ n®=2/3 i ha

, si

na—2/3 1

n ™~ no?—2 = nal—a—4/3 "

Pertanto, la serie sara convergente per a? — a —4/3 > 1, ovvero 3a? — 3a — 7 > 0, che fornisce a > %,

da scartare in quanto > 2/3; e a < %. Infine, per a = 2/3, si ottiene a, ~ (sinh 1) n'*/? 4 0 e, quindi,

~ 3-v93 3—v93
Z "% 6

ancora una serie divergente. In conclusione, la serie diverge a +00 per « e converge per o <

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui

equazione caratteristica associata & A2 4+ 2\ + 3 = 0, che ha come soluzioni A = —1 + iv/2. Quindi,
I'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(x) = e~ *[C} cos(v/2x) + Cy sin(v/2x)]. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, otteniamo che, per ogni o € R, y,(x) = Ael®™ 2 da cui y,(z) = A(a — 2)el*~2* e

yi(z) = A — 2)%e(®=2)%_ Pertanto, inserendo nell’equazione, si ricava
Aa —2)%e(2% L 2 A(q — 2)e(@727 4 34027 = gela=2)z

2

Ale® —4a+4+20—4+3)=2 A=— -
- (o at+dt20-4+43) — a2 —2a+3’°

dove abbiamo tenuto conto del fatto che a? —2a+3 # 0, avendo il discriminante negativo. Quindi, I'integrale
generale dell’equazione proposta sara

2

—————el*27  vaeR.
a2—2a+3e @c

y(z) = e *[C) cos(V2z) + Cy sin(vV2x)] +

Infine, poiché
lim e *[C} cos(v/2z) + Cy sin(v2z)] = 0 VC1,Cy € R,

T—r—+00

affinché la soluzione sia infinitesima per x — 400, si deve avere o — 2 < 0, ovvero « < 2; quindi, al variare
di C1,C5 € R e o < 2 si hanno infinite soluzioni soddisfacenti alla condizione richiesta.



Esercizio 4

Osserviamo che

3r—2

>0 <= z<—-6ezx>2/3;
z+6

pertanto, avremo

! 3z —2 2/3 3z —2 ! 3z —2
arctan der = — arctan | ——— | dx + arctan dx

3z — 2 |2/3 3r—2\ |}
= — rarctan ‘ + x arctan ’
z+6 /) lo rz+6 ) l2/3

+/2/3I 1 3z+18 — 3z +2 /155 1 32+ 18 — 32 + 2
2 2 - 2 2
3r—2 (fL'+6) 3x—2 (.’IJ"—G)
0 1+<f+6) 28 1+(:§+6)

2/ 20z ! 20
+ 5 dx dx
o 2?24+ 12x+36+ 922 — 12z +4 2/3:E2+12x+36+9x2—12x+4

+/2/3 /1 2 g
—— ax
0 .’172+4 2/3 $2+4

+ log(z? +4)’ - log(x? + 4)‘1 = arctan 1 + log 50
0 2/3 7 81

= arctan (
= arctan (

= arctan

N— " — " 0
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Esercizio 5
L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a, = %\/ﬁ eb, = %, che soddisfano le ipotesi e sono tali che

4
3= =1 0, quindi la serie diverge.

L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a,, = eb, = —= che soddisfano le ipotesi e sono

n2log?n nlogn’
tali che 42 = L _ =9 ( ) tuttavia la serie dlverge
bn nlogn —
L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a, = g e b, = %, che soddisfano le ipotesi e sono tali che
aiﬁ _
= 37 quindi la serie converge.

by,

L’ affermamone e vera, poiché condizione necessaria per la convergenza della serie € che il termine generale
sia infinitesimo, ovvero, nel nostro caso, 3> — 0, che per definizione equivale a richiedere 3= = o(1).
br,



TEMA B

Esercizio 1
Ponendo z = = + iy, otteniamo —i(z2 + 2) = —i(2? — y? + ) + 22y + y, da cui si ricava

|e—i(zz+z)| =92 e 2wty —9 2zy +y =log2.

__ log2 _ - log 2 . DN :
Pertanto, avremo y = 525 e @ # —1/2, ovvero z = x + ig.7- La rappresentazione delle soluzioni nel piano
complesso & un’iperbole con asintoto verticale in = —1/2 e rami nel primo e terzo quadrante.

Esercizio 2

1
tanh(nlia2 )

n3—o )

Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini non negativi; inoltre, posto a,, :

si ottiene che, se a? > 1, cioe a < —1 e a > 1, poiché ”1%(12 +4 0, si ha a, ~ rﬁ% Quindi, la serie converge

per 3—a > 1, ovvero a < 2, che fornisce a < —1 e 1 < a < 2, mentre diverge per o > 2. Invece, per o? < 1,
1

cioe —1 < a < 1, tenendo conto che a7 0 e, quindi, tanh (ﬁ) ~ ﬁ, si ha

1 1

~ n3—atl-a? — p-a?—at4d’

Qn

Pertanto, la serie sara convergente per —a? — a4+ 4 > 1, ovvero a? + o — 3 < 0, che fornisce A_T\/ﬁ <a<

*1%@ e, quindi, —1 < a < 1, visto che Afo/ﬁ <
per a > 2 e converge per a < 2.

—lel< 71% V13 Tn conclusione, la serie diverge a 400

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 —4A+6 = 0, che ha come soluzioni A = 2+iv/2. Quindi, I'integrale ge-
nerale dell’equazione omogenea & yo () = e?*[C} cos(v/22)+Cq sin(v/2z)]. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni a € R, y,(z) = Ae®~*? da cui yp(w) = A(B—a)eB~®7 ¢ Yy () = A(3—a)?eB-),
Pertanto, inserendo nell’equazione, si ricava

A(3 — )%eB7 _ 4A(3 — )eB707 £ AT = 2e(8-)z

2

= Ald®—-6a+9-12+4a+6)=2 — A=——"
(a o+ +4a + 6) 23’

dove abbiamo tenuto conto del fatto che a? —2a+3 # 0, avendo il discriminante negativo. Quindi, I'integrale
generale dell’equazione proposta sara

2

e B=a)z R
a2—2a+3e Va e R.

y(x) = e[} cos(V2x) 4+ Cysin(v/2z)] +
Infine, poiché

lim e**[C] cos(v/2z) + Cy sin(v2x)] = 0 VC1,Cs € R,

r——00

affinché la soluzione sia infinitesima per x — —o0, si deve avere 3 — a > 0, ovvero a < 3; quindi, al variare
di C1,Cs € R e a < 3 si hanno infinite soluzioni soddisfacenti alla condizione richiesta.



Esercizio 4

Osserviamo che

20— 1
r+1

>0 = z<-lezx>1/2;

pertanto, avremo

(4)
(B)
(@)

(D)

1 1/2 1
2 —1 2 —1 20— 1
I 1 dr = I 1-— d I 1 d
/0 Og( " w+1D ! /o °g< w+1) “/mog( +x+1) !

| z+1-2x+1 ‘1/2+ ) z+1+22x—-1 ’1
=zlog| ——— zlog | ———
& r+1 0 & z+1 1/2

/1/2 vl -z—1-2+ua /1 r4+13x+3—3x
— X — X
0 2—z  (z+1) 12 v (z41)?

1/2 1y
1og<3>—/ 3—xdx—/ —dx
3 12 4 12 4 1oy
log | = —2/ dw—/ dx—/ dx
2 0 I*2 0 I‘i’]. 1/21'+].

=1 3 21 21/2 log( 1 1—1 3 21 3 2log2 —log2 =1 4
=log| 5 )~ og |z — |’0 —log(z + )‘O—og 5 ) ~2log |5 + 2log2 — log 2 = log 5]

Esercizio 5
L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a,, = n e b, = /n, che soddisfano le ipotesi e sono tali che
‘;—}; =14 0, quindi la serie diverge.

dx

2

. . . . . . b .o L S R
L’affermazione ¢ vera, infatti per ipotesi §= ~ ;= = b, — +00, quindi la serie diverge, poiché non &
n n

soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza.
L’affermazione & falsa, basta considerare a,, = n e b, = n, che soddisfano le ipotesi e sono tali che

An

o= %, quindi la serie converge.
H

L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a, = n* e b, = n, che soddisfano le ipotesi e sono tali che
‘;—: =n3, quindi la serie diverge; tuttavia n* = a,, % b2 = n?.



TEMA C

Esercizio 1
Ponendo z = x + iy, otteniamo —i(2% — 2) = —i(z? — y? — 2) + 22y — y, da cui si ricava

|e—i(z2fz)| =5 <= 2WY_5 2zy —y = logh.

Pertanto, avremo y = 213% 51 ex #1/2, ovvero z =z + 2212’5 51 La rappresentazione delle soluzioni nel piano

complesso ¢ un’iperbole con asintoto verticale in & = 1/2 e rami nel primo e terzo quadrante.

Esercizio 2
. . . . N .. C . 2/5—a .
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi; inoltre, posto a,, ;== —2%——, si
tanh( 1 — )
n

ottiene che, se a? > 4, cioe a < —2 e a > 2, poiché 4%0(2 4 0, si ha a,, ~ ﬁ Quindji, la serie converge
n

per a —2/5 > 1, ovvero a > 7/5, che fornisce a > 2, mentre diverge per a < —2. Invece, per a? < 4, cio¢

1
nt—

—2 < a < 2, tenendo conto che ﬁ — 0 e, quindi, tanh ( — |~ ﬁ, si ha

n2/57o¢ 1

Un ™ o774 T aita-22/5

Pertanto, la serie sard convergente per o> +a—22/5 > 1, ovvero 5a +5a—27 > 0, che fornisce a < _5_170 V565
da scartare in quanto _5_170 V365 « 2 e > _5+10v 565 cioe _5"'16 565 < o < 2. In conclusione, la serie diverge
a +oo per a < _54'170 V563 o converge per a > _5*'170 V565

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta €& un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — 4\ 4+ 8 = 0, che ha come soluzioni A = 2 + 2. Quindi, l'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(z) = e2*[C} cos(2x) + Cy sin(2z)]. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni a € R, y(z) = Ae(®=3% da cui g, (z) = A(a—3)el*=7 e y/(z) = A(a—3)2%el=3)7,
Pertanto, inserendo nell’equazione, si ricava

Ao —3)2el@™37 _ 4 A(a — 3)e(@™3)7 4 8Ae(@3)2 = _gpla—d)®

2

— Al?-6a+9—-4a+1248)=-2 — A=-—— "
(a” —6a+9—da+12+8) a? — 100 129’

dove abbiamo tenuto conto del fatto che a? — 10a + 29 # 0, avendo il discriminante negativo. Quindi,

Iintegrale generale dell’equazione proposta sara

2
= 2z i — (O‘_3)$
y(x) = e*[C1 cos(2x) + Cy sin(2x)] 7~ 10a 529 °¢ Va € R.
Infine, poiché
lim e**[C} cos(2z) + Cosin(2z)] =0 VCi,Cr € R,

T——00

affinché la soluzione sia infinitesima per z — —oo, si deve avere o — 3 > 0, ovvero « > 3; quindi, al variare
di C1,C5 € R e o > 3 si hanno infinite soluzioni soddisfacenti alla condizione richiesta.



Esercizio 4

Osserviamo che

x+1
20— 1

>0 = z<-lezx>1/2;

pertanto, avremo

0 —1 0
z+1 x+1 x+1
log (1 de = log (1 d log (1 — d
[2 Og( o —1‘) v /,2 Og( +2m—1) IJ’/,1 Og( 2x—1> v
—plog (1AL ‘ fplog (2Etoe—t ’0
i 2 — 1 L, T8 2 —1 4
/1 2c—1 6z —3—6x /0 2r—120—1—2x+4
— T dr — T
3z (2x —1)2 1 ox—2 (22 —1)2
21og(

-+ (3
(

Esercizio 5
L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a, = n* e b, = n, che soddisfano le ipotesi e sono tali che

an

B2 n?, quindi la serie diverge; tuttavia n* = a,, % b2 = n2
L' aﬁermazmne ¢ falsa, basta considerare a,, = n e b, = n, che soddisfano le ipotesi e sono tali che

an

W= 'n,37 quindi la serie converge.
H

dx

-1 0
+ d:z:f/ R
o 2x—1 S (x=2)(2z-1)

-1 0 g 0 9
dm—f—/ dx—/ dz

1 1 0 0
)+210g|2x1|‘ 510g\2x+1|’ 7210g|m72\‘

- —flo 3—2log2+ 2log3 = lo
g1os (5 ~ 71080~ 2ow2+ 213 =g (377 )

[S2NNN

(@20

. N . . . . b2 s L <12 N
L’affermazione ¢ vera, infatti per ipotesi §* ~ ;= = b, — +00, quindi la serie diverge, poiché non &
soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza.

L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a,, = n e b, = ¥/n, che soddisfano le ipotesi e sono tali che

an

@ =1+ 0, quindi la serie diverge.



TEMA D

Esercizio 1
Ponendo z = z + iy, otteniamo i(2? — 2) = i(2? — y? — x) — 2xy + vy, da cui si ricava

67| =4 = e W =4 = —2ay+y=logd.

Pertanto, avremo y = — ;‘;g_ 41 ex #1/2, ovvero z = x — Z;Zg_ 41. La rappresentazione delle soluzioni nel piano

complesso € un’iperbole con asintoto verticale in = 1/2 e rami nel secondo e quarto quadrante.

Esercizio 2
. . . . N .. L inh(nl—% .
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi; inoltre, posto a, := %, si

. . . . .o, . . . . n
osserva subito che, se a < 1, per la gerarchia degli infiniti, a,, /4 0, quindi la serie diverge. Invece, per o > 1,
tenendo conto che n'~% — 0 e, quindi, sinh(n!~%) ~ n'=* si ha
nl—® B 1
nb—a? - n—o?+ta+s’

Ay ~

Pertanto, la serie sara convergente per —a?+a-+5 > 1, ovvero a? —a—4 < 0, che fornisce %ﬁ <a< %m,

ossia, tenendo conto che 1—7§/ﬁ <lL,l<ac< 1-1-%@ Infine, per a = 1, si ottiene a,, ~ (sinh1)/n% e, quindi,

14+v17
2

ancora una serie convergente. In conclusione, la serie diverge a +co per a < 1l e a >
1417
1<a< 3.

e converge per

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A% +2)\ 4+ 5 = 0, che ha come soluzioni A = —1 4 2i. Quindi, l'integrale
generale dell’equazione omogenea ¢ yo(z) = e~ *[Cy cos(2z) 4+ Cy sin(2z)]. Inoltre, dal metodo di somiglianza,
otteniamo che, per ogni a € R, yp(z) = Ae?~)7 da cui g, (z) = A2—a)e~" e y/(z) = A(2—a)2e2~)7,
Pertanto, inserendo nell’equazione, si ricava

A2 — )27 L 242 — )e?V7T 4 542707 = _9e(2-)z

2

Ale? —da+4+4—-20+5)=—-2 Ae =2
— ( a+4+ a+5) - 6o 113’

dove abbiamo tenuto conto del fatto che a? — 6a + 13 # 0, avendo il discriminante negativo. Quindi,
I'integrale generale dell’equazione proposta sara

2
y(x) = e7*[C1 cos(2z) + Cosin(2z)] — 2 6o T3 o(2—a)z VacR.

Infine, poiché
lim e *[Cy cos(2z) + Cqsin(2z)] =0 vCy,Cs € R,
Tr—+o0
affinché la soluzione sia infinitesima per x — 400, si deve avere 2 — a < 0, ovvero « > 2; quindi, al variare
di C1,C5 € R e o > 2 si hanno infinite soluzioni soddisfacenti alla condizione richiesta.

Esercizio 4

Osserviamo che
x4+ 6

3x —2

>0 <= z<-6ex>2/3;



pertanto, avremo

0 —6 0
/ arctan r+6 dr = / arctan r+6 dr — / arctan r+6 dzx
7 Sx—2 —7 3£E—2 —6 3.17—2

. z+6 ’—6 ¢ z+6 ’0
=g arctan — x arctan
3r—2) 1-7 3r—2) l-6

=T arctan

=T arctan

(=)
<

t/4x 1 3x—2—3x—18¢p+/0x 1 3x—2—3x—1§m
- 2 — 9)2 2 — 9)2
-7 14 (31;62) (3x —2) -6 14 (390;:62> (3x —2)

20z 0 20z
dx — dz
7 922 — 122 +4 4+ 22 + 122+ 36 e 922 — 120+ 4+ 22+ 122 + 36
—6 0
2z 2z
dx —d
) a2 +4 /;3x2+11 ‘

6 0 1
) + log(x? + 4)’77 — log(z? + 4)’76 = 7arctan (23) + log(40) — log(53) — log 4 + log(40)

e

=7 arctan + log 400
o 23 53 )

Esercizio 5
L’affermazione ¢ vera, poiché condizione necessaria per la convergenza della serie & che il termine generale

sia infinitesimo, ovvero, nel nostro caso, = — 0, che per deﬁnizione equivale a richiedere ‘g" =o(1).
n

L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a, = % eb, = che soddisfano le ipotesi e sono tali che

4
Z—" = %, quindi la serie converge.
n

L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a,, =

n7

- —
n2logZn

1
nlogn?

eb, = che soddisfano le ipotesi e sono

; an _ 1 —_
tali che §2 = 10— = o (;); tuttavia la serie dlverge

che soddisfano le ipotesi e sono tali che

n7

L’affermazione ¢ falsa, basta considerare a, = 475 eb, =

S

3> =1/ 0, quindi la serie diverge.



