SOLUZIONI COMPITO del 10/02/2014
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Per poter scrivere ’equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione
nel punto = = 3; a tal fine, dopo aver osservato che f & continua in x = 3, in quanto

. log(1 + 22/9) arctan [3log (1 + (z — 3)?)] i (log2)3(x — 3)* 0
r—3~ (:C - 3) - =37 (:C o 3) o
Q}E? sin [(log8)(z — 3)] =0 = f(3),

consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe

lim —
im ; 2

t—0— t t—0—

1 llog[1+(3+t)2/9] arctan [3log (1 + )] 0] = lim {M] — log8

@ =log8.

lim 1[sin [(log 8)t] — 0} = lim

t—0t t—0t

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(z) = (log8)(z — 3).

Esercizio 2

Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e*» — 1 ~ ¢,,, con ¢,, = nQLH — 0, otteniamo
4 = [n1/4 _ log(nl‘))]‘m en{;l _1_ 1 -~ [n1/4]4a n_ 1
" 2n + 1 n2+1 2n+1
(o) {3/2 wa<l
~ N _——— = — —> se o =
2 11—« ’
n 2n n 400 se a > 1.
Esercizio 3
Riscrivendo l'equazione differenziale nella forma y'(z) = == [y?(z) + 2], si ricava subito che essa &

un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per
separazione di variabili e integrando, otteniamo

1 1 1
secabeVI=g | [— | = [ Ase=-vimae,

V2 y
1+ (%)
da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava ﬁi = L2 arctan1 = —/2 + C, ovvero C' = (7 + 8)/4V/2.

Pertanto, la soluzione cercata sara

y(z) = V2tan [w/4+27 V24/2 fo} .



Esercizio 4
Ricordando che tant = St

Sl ¢ che cos(6z) = 2 cos?(3x) — 1, otteniamo

sin(3x)

m/12 t w/12 ° /12 _:
/ _tan(3z) ) dz :/ B :/ sin(3a) cos®(6x) dx
0 0 0

2 s2(6z)+sin?(6x)
1+ tan®(6x % cos(3x)

/12 _: /12
:/ sin(3x) 2 cos?(32) — 1] d / sin(3x) [4 cos(3z) — 4 cos®(3z) + 1] dw
o 0

cos(3) cos(3z)
/12 ) w/12 /12
:4/0 sin(3z) cos®(3x) — 4/0 sin(3x) cos(3x) +/O 2;28?) dx
_ 4COS4(335) /12 cos? (3z) /12 B log[cos(3x)] /12
B 4 . 3 0 2 . 3 0 3 0
1 11
=3 [— cos*(m/4) + 1+ 2cos®(n/4) — 2 — log[cos(m/4)]] = -5 + G log2.

Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F' € C!(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(z) = 2z[2? f(2?) — xQe*xQ] >0,

dove 'ultima disuguaglianza & conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati
al comportamento per x — —oo (cioé per x < 0) e ricordando che per ipotesi f > 0 su tutto R, dividendo
per z3, ricaviamo

f@)—e™ <0 =  f@)<e ™,

ovvero 0 < f(x?) < e 0, per x — —oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema dei due carabinieri.



TEMA B

Esercizio 1
Per poter scrivere 'equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione
nel punto = = 2; a tal fine, dopo aver osservato che f & continua in x = 2, in quanto

lim arctan [g(ac - 2)} =0=f(2),

r—2~
i SR )]log[l ¥ marctan’@ —2)] @22 _
2t 2(z —2) o2t 2z —2)

consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe

lim 1{arctzm (gt) 70} = lim @ =7m/2,

t—0— t—0—

1 [sin|Z(1+1¢)|log |1+ tan? t t?
i 1 [0+ O log [+ marctante] ) e =7/2.
t—0+ t 2t t—0+ | 2t2

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(z) = (7/2)(x — 2).

Esercizio 2
Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e*» — 1 ~ ¢, con &, = %L — 0, otteniamo

n3+2
nt1
224434—1—6”+2 4 _ ntl
né+ 2n2+43 n3+4+2

On 1= [n3 + (log n)5]o/6 ~ [n3]/6
(i,ﬂ) 1 {0 se a > —4,
~ 2202 nt/ — <1 sea=—4
/2 /242 J
ne ne 400 se a < —4.

Esercizio 3
Riscrivendo l'equazione differenziale nella forma y'(z) = — \/%[gf(x) + 4], si ricava subito che essa &
un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per
separazione di variabili e integrando, otteniamo

1 1 1 —
3 arctan(y(z)/2] = 1 (/ Wdy) ) / \/_ =-2yz2-4+C,

da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava § = % arctanl = —24+C, ovvero C = (7+16)/8. Pertanto,
la soluzione cercata sara

y(z) = 2tan [71'/4 b 4— 422 - 4} .

Esercizio 4

Ricordando che tant = sg;i e che cos*(3x) = wﬁ? otteniamo
sin(6x sin(6z
w/24 tan(6$) de — /24 cos((Gx)) do — /24 cos((Gz)) d
Tt (30 4% = PG 2] W -
0 1+ tan (31’) 0 T coBa) 0 cos?(3x)
- / s cos®(3x) dw = / O ol 1 dx
o cos(6x) 0 cos(6z) 2
1 /24 1 [™/?* sin(6) cos(6x) |7/24  log[cos(6x)]|™/24
2/0 sin(6x) x+2/0 cos(6x) x 2.6 lo 2.6 0
L [ cos(m/4) — 1 + log[cos(m/4)]] = ! ! DR . 10 2.
- - — m/4) — m 924
12 : T1va °



Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F' € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(z) = 23@[3@26”2 —22f(2?)] <0,

dove I'ultima disuguaglianza e conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati
al comportamento per x — +oo (cioe per > 0), dividendo per 22, ricaviamo

e~ f@?) <0 = e < f(a?),

ovvero f(x?) > e’ — 400, per x — +oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema del confronto.



TEMA C

Esercizio 1
Per poter scrivere ’equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione
nel punto x = 4; a tal fine, dopo aver osservato che f € continua in x = 4, in quanto

lim _i log [1 + (4 —a)] = 0 = f(4),

x—4—
in|Z(5— tan? [log (1 —4 —4)2
. sin [Z(5 — «)] arctan® [log (1 + /7 (z — 4))] . m(z —4) o,
z—4+ 4($ — 4) r—4+ 4(I — 4)
consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe
1 1 7t
li —[——1 1— —}:1‘ UL
Ay gl tstmmo =0 = g gy =
1 |sin|Z(1—t tan? [log (1 t t2
i 1[50 0] arctan® flog (1+ VTR | [T —7/4.
t—0+ ¢ 4t t—o+ | 4t2

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(x) = (7/4)(z — 4).

Esercizio 2

Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e*» — 1 ~ ey, con &, = 537 — 0, otteniamo
2 2w,g+4
_ 2
<5n2+4 tl-e ) (m - 2n++4>
G = ~
n [n1/3 + (1Ogn)4]9a [n1/3]9a
(2 _n) 1 0 se a > —2/3,
5n2 2n3
~ = - — < —1/10 se v =—2/3
3 3a+2 ’
ne 10n=e —00 se a < —2/3.
Esercizio 3 o (o)
. . s . . . , _ 2(x+1 v (x .. .
Riscrivendo 'equazione differenziale nella forma y'(z) = T [—9 + 1}, si ricava subito che essa

¢ un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per
separazione di variabili e integrando, otteniamo

(-t Y (G o) N WUSP N/ prarug s v
3arctan[y(x)/3] = </1+(%)2 dy) ‘y:y(z)i \/md 2/ (x+1)2+9+C,

da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava 2 = 3arctanl = —6 + C, ovvero C' = (37 + 24)/4.
Pertanto, la soluzione cercata sara

y(x) = 3tan [W/4+2§ (x+41)2 +9} :

Esercizio 4

Ricordando che tant = 5L e che cos?(2z) = %;)H, otteniamo
- - in(4x) - sin(4x)
/ /16 tan(4x) do — / /16 505(4;) do — / /16 cos(4zscv) da
o 1+tan®(22) o cofleieni(e) 0 wrED
_ /”/16 sin(4x) cos? (21) dir — /”/16 sin(4x) cos(4x) + 1 "
0 cos(4x) 0 cos(4x) 2
1 [m/16 1 (™16 gin(4z) cos(4x)|7/16  log[cos(4x)] |~/16
== in(4z) dz + - dr = — -
2/0 sin(4z) x+2/0 cos(dz) " 2.4 o 2.4 o
! [cos(m/4) — 1 + loglcos(m/4)]] = ——= + = + — log?
=— —|cos(rm/4) — og[cos(m =———+ -+ —log2.
8 & s/2 '8 16 %



Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F' € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(z) = 23@[3@26”2 —22f(2?)] <0,

dove I'ultima disuguaglianza e conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati
al comportamento per x — +oo (cioe per > 0), dividendo per 22, ricaviamo

e~ f@?) <0 = e < f(a?),

ovvero f(x?) > e’ — 400, per x — +oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema del confronto.



TEMA D

Esercizio 1
Per poter scrivere ’equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione

nel punto & = 1; a tal fine, dopo aver osservato che f & continua in x = 1, in quanto
log(1 + #%)sin [2log (1 + (z — 1)?)] I (log2)2(z — 1)? 0
= lim —————~— =0,

e (x—1) s (x—1)
11in11+ arctan [(log4)(z — 1)] = 0= f(1),

consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe
1 [log[l + (1 + t)3]sin [2log (1 + ¢ log 2)2t2
—[Og[Jr(Jr)]Sln[ 0g (1 + )}—O‘|:1im [7(Og)t]:10g4,

t—0— t t t—0— t2

1 . (log4)t
t£%1+ 7 [arctan [(log 4)t] — 0} = tglél+ — = log4.

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(z) = (log4)(z — 1).

Esercizio 2
Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e*» — 1 ~ ¢,,, con ¢, = 7?2—";12 — 0, otteniamo

n+41
2 v [ e 3 sa [(MF1 3
L= [n? —1 —1- ~ —
o i= [~ Tog(a")" )~ (-

0 se a<1/2

2 b

~ 2o n_3 =———__ ¢ -2 se a=1/2

n2 n ni—2c )

—00 se a>1/2.

Esercizio 3 i) 2(a)

. . 5 . . . / _ x+1 y-(x .. . N
Riscrivendo l’equazione differenziale nella forma y'(x) = Tt [—3 + 1], si ricava subito che essa e

un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per

separazione di variabili e integrando, otteniamo

B 1 _ (x+1) e Sz 5
\/garCtan[y(I)/\/g] - / 1 + (%)2 dy y=y(:c) \/m d V ( + 1) + 1 + Ca
3

V31— \/3arctanl = 1 + C, ovvero C = (V3m — 4)/4.

da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava
Pertanto, la soluzione cercata sara
1 1

y(z) = V3tan {71‘/4—%—}—% (x+1)2+1} .

Esercizio 4
Ricordando che tant = 2L ¢ che cos(4z) = 2 cos®(2z) — 1, otteniamo

/8 tan(2x) /8 i /8 sin(2z)
= ) g :/ 2(8x)d
/0 1 + tan®(4z) v /0 W o o cos(2z) cos™(8z) dz

_ [ sin(2x) 2 2. /8 sin(2x) 4 _ 2
_/0 cos(2x) [2cos®(22) — 1] dw _/0 [4 cos*(2x) — 4 cos®(2x) + 1] dx

cos(2x)
w/8 ) /8 /8 )
:4/ sin(2x) cos®(2x) — 4/ sin(2x) cos(2x) +/ sin(2z)
0 0 o cos(2x)
_ cos?(2z) /8 n cos?(2x) /8 _ log[cos(2z)] /8
4-2 o 2:2 o 2 0

=-[- cos*(m/4) + 1+ 2cos®(m/4) — 2 — log[cos(m/4)]] = f% + ilog2.

|~



Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F' € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(x) = 2z[x? f(2?) — x2e_x2] >0,

dove I'ultima disuguaglianza e conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati

al comportamento per x — —oo (cioé per x < 0) e ricordando che per ipotesi f > 0 su tutto R, dividendo

per 23, ricaviamo

2

f@)—e™ <0 =  f@)<e ™,

ovvero 0 < f(x?) < e 0, per x — —oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema dei due carabinieri.



