SOLUZIONI APPELLO STRAORDINARIO del 23/03/2017
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA + ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno non negativo per ogni x € R; possiamo
quindi procedere utilizzando, ad esempio, il criterio della radice. In tal caso otteniamo

L[ log(1 +222)]"  7wlog(1 + 22?)
n(n? +2) V- n2
Pertanto, la serie risultera essere convergente se mlog(l + 22%) < 1, ovvero per 1 + 2z% < el/™  che

fornisce —/(et/™ —1)/2 < x < +/(e!/™ —1)/2, e sara, invece, divergente per x < —y/(el/7—1)/2 e

x > y/(el/m—1)/2. Infine, per = +4/(el/™ —1)/2, il criterio non fornisce alcuna informazione, ma
sostituendo nel termine generale della serie otteniamo a,, = m ~ %, che fornisce una serie convergente,

per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 3 > 1.

In conclusione, la serie proposta convergera se e solo se —/(e!/™ —1)/2 < x < /(et/™ —1)/2.

Esercizio 2
L’integrale proposto si pud risolvere effettuando la sostituzione ¢ = sin(2%), da cui 3 dt = x*cos(z?) d,

t(0) =0, t(¥/7/2) = 1. Quindi ricaviamo
/3\/ ™2 22 cos(a?) d 1 /1 1
0

— mlog(1 + 227).

1 1
oy dr = dt = -1 Al = Loed — loe3) = loe /473
0 3 + sin(a3) T3 3 0g(3 +1) 3( og 0g3) = log ¥/4/3

1
3+t 0
Esercizio 3

Osserviamo che il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine
a variabili separabili. Poiché f(z) = —(6z — 6) € C°(R) e g(y) = tany € C'(—n/2,7/2), il problema di
Cauchy ammette un’unica soluzione di classe C! definita in un intorno del punto iniziale 2y = 2. L’equazione
differenziale ha come soluzioni singolari y(x) = km, k € Z, che perd non risolvono la condizione iniziale;
quindi, la soluzione del nostro problema andra cercata tra quelle ottenute per separazione di variabili.
Ricaviamo cosi

log(siny):/ziojzdy:—/(6x—6)dx:—3x2+6x+0,

dove abbiamo tenuto conto che, dalla condizione iniziale, segue che y € (0,7/2) e quindi siny > 0. Invertendo
la precedente equazione si ricava

sin(y(x)] = e 0

= y(z) = arcsin [e’3x2+6‘”+c} .
Imponendo ora la condizione iniziale, otteniamo 7/4 = arcsin(e®), da cui, C = log (%) La soluzione
R . [e—322+62
cercata, pertanto, sard y(x) = arcsin [T}
Esercizio 4
Ricordiamo, innanzitutto, che il Teorema di Weierstrass garantisce ’esistenza di estremanti assoluti nell’inter-
vallo chiuso e limitato [0, 7] per la funzione assegnata, poiché essa risulta continua. Per determinare estre-
manti relativi ed assoluti, studiamo la monotonia di f attraverso lo studio del segno della sua derivata.
Otteniamo
>0 se m/3 < 2z < 2mw/3 ovvero /6 < x < 7/3;
f(x) = —V3+4sinzcosz = —V3+2sin(22){ =0  se z =n/6;7/3;
<0 se0<z<m/6orm/3<z<m.
Quindi z = 0;7/3 sono punti di massimo relativo e x = 7/6; 7 sono punti di minimo relativo. Confrontando
i valori in tali punti otteniamo
f0)=0>—

T3 i

Tit s =T 0> fm/o = -5

Quindi il punto di massimo assoluto ¢ z = 0 e il punto di minimo assoluto ¢ x = .

+%>—%%:ﬂm.



Esercizio 5
L’affermazione A) & vera, in quanto da a,, — +00 e b, — 400 si ricava subito per I’algebra dei limiti che
(anbn)™ — +o0.
L’affermazione B) & falsa, basta prendere a,, = n e b, = n?, da cui si ricava che a, /b, = 1/n — 0.
L’affermazione C) ¢ falsa, basta prendere a,, = n? e b, = n, da cui si ricava che b, /a, = 1/n — 0*.
L’affermazione D) ¢ vera, in quanto da a,, — 400 e b, — +00 si ricava subito per l'algebra dei limiti che

aZb? — +oo e quindi 1/a2b3 — 0.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno non negativo per ogni z € R; possiamo
quindi procedere utilizzando, ad esempio, il criterio della radice. In tal caso otteniamo

[[log(2 + 322)]*  log(2 + 322) R log(2 + 32?)
m/n 4+ 3 Tyn+3 ™ '

Pertanto, la serie risulterd essere convergente se M < 1, ovvero per 2 + 3z% < e™, che formbce
(em—2)/3 <z < /(e —2)/3, e sara, invece, dlvergente per x < —\/(e" —2)/3 ex > /(e" —2)/

Infine, per x = +4/(e™ —2)/3, il criterio non fornisce alcuna informazione, ma bostltuendo nel termlne
. . . ~ L . . . . .
generale della serie otteniamo a,, = Vo= che fornisce una serie divergente, in quanto si tratta della

serie armonica generalizzata di esponente 1/2 < 1.

In conclusione, la serie proposta convergera se e solo se —y/(e™ —2)/3 <z < /(e™ — 2)/3.

Esercizio 2
L’integrale proposto si puo risolvere effettuando la sostituzione ¢t = cos(e®), da cui dt = —e”sin(e”) dx,
t(log(w/2)) =0, t(log m) = —1. Quindi ricaviamo

8™ o7 gin(e®) -1 0 4 o
— > dr=— ——dt= | ——dt=log(4 t‘ ~logd — log 3 — log(4/3).
/log(fr/2) 4 + cos(e?) o /0 4+t /71 4+t og(4+ )71 og og og(4/3)

Esercizio 3
Osserviamo che il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a
variabili separabili. Poiché f(x) = (4x—4) € C°(R) e g(y) = coty € C*(0, 7), il problema di Cauchy ammette
un’unica soluzione di classe C! definita in un intorno del punto iniziale o = 2. L’equazione differenziale ha
come soluzioni singolari y(z) = (2k + 1)w/2, k € Z, che pero non risolvono la condizione iniziale; quindi, la
soluzione del nostro problema andra cercata tra quelle ottenute per separazione di variabili. Ricaviamo cosi

—log(cosy)z/smy dy:/(4x—4)dx:2x2—4x—0,

cosy

dove abbiamo tenuto conto che, dalla condizione iniziale, segue che y € (0,7/2) e quindi cosy > 0. Invertendo
la precedente equazione si ricava

5.2
—e 2z +4x+C

2
= y(z) = arccos [e_zg’ +4$+C} .

cos((y()]

Imponendo ora la condizione iniziale, otteniamo 7 /3 = arccos(e”), da cui, C = log (3). La soluzione cercata,
R 872322#»41,

pertanto, sara y(x) = arccos | —5—

Esercizio 4

Ricordiamo, innanzitutto, che il Teorema di Weierstrass garantisce 1’esistenza di estremanti assoluti nell’inter-

vallo chiuso e limitato [0, 7] per la funzione assegnata, poiché essa risulta continua. Per determinare estre-

manti relativi ed assoluti, studiamo la monotonia di f attraverso lo studio del segno della sua derivata.

Otteniamo

>0 se 4m/3 < 2x < 5m/3 ovvero 27/3 < x < 57/6;
f'(x) = —V3 —4sinzcosz = —V/3 — 2sin(2z) { =0 se x = 2m/3; 5m/6;
<0 se0<z<27/30b7/6<z<m.

Quindi z = 0; 57/6 sono punti di massimo relativo e z = 27/3; 7 sono punti di minimo relativo. Confrontando
i valori in tali punti otteniamo

om 3 2

f(0)=2>———+ - = f(57/6), 0> f(2r/3) = — T + 1 > —V3r42= f(m).

V32

Quindi il punto di massimo assoluto € z = 0 e il punto di minimo assoluto & x = 7.



Esercizio 5
L’affermazione A) ¢ vera, in quanto da a, — 0% e b, — 07 si ricava subito per I’algebra dei limiti che

az/b, — 0.
L’affermazione B) & falsa, basta prendere a,, = 1/n e b, = 1/n?, da cui si ricava che a, /b, = n — +oo.
L’affermazione C) ¢ falsa, basta prendere a,, = 1/n? e b, = 1/n, da cui si ricava che b, /a, = n — +oo.

L’affermazione D) & vera, in quanto da a, — 0% e b, — 0% si ricava subito per I'algebra dei limiti che
(anbn)™ — 0% e quindi 1/(anb,)™ — +00.



