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ESERCIZIO 1
Calcolare Vintegrale [[[(2? + z)dzdydz, dove Q = {(z,y,2) : 1 < a? +y* + 22 < 4,2 > 0}

SOLUZIONE
Utilizzando le coordinate sferiche otteniamo:
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ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier la funzione f di periodo 27 che in (—, 7| vale

2
_J —zx per —rT<x<0
f(z) { 2 per 0 < ax <.

Studiare la convergenza della serie ottenuta.

SOLUZIONE

Il grafico qualitativo & riportato sotto. La funzione e regolare a tratti ma presenta una discon-
tinuita nei punti 2km, k € Z. Quindi la convergenza non sara totale ma solo puntuale. Inoltre
la funzione non & né pari né dispari.
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Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti.
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Infine, per k > 1,
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Si ha quindi:

3 [ (-1)F-1 2 | flx) perz¢{2mm:meZ}
5 + ; [2k27r2 cos kx + e sin kx] = { 1 per 2 = 2mmx,m € 7,

con convergenza puntuale.

ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema di Dirichlet:

3 3.2

Ugy + Uyy = 22y  per 2 4+y? <1
u:%y 777y per 22 4+ ¢y = 1.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace nel cerchio. Osserviamo anzitutto
che in coordinate polari x = rcosf, y = rsin @ si ha:

2xy = 2rcosf - 2rsinf = r sin 20

e poi
1 3 3 3
Eyg’ - Zny =y - Z(xQ +9%)y = r3sind 0 — 11"3 sin 6
3 1 3 1
= ZTS sinf — 11"3 sin 30 — 11"3 sinf = —Zr3 sin 36.

Quindi il problema in coordinate polari assume la forma

Umn-i-%Ur—#—T%Ugg:rQsinQ@ per0<r<1,0<60<2m

U(1,0) = —sin 30 per 0 <6 < 2.

La soluzione puo essere cercata nella forma U(r, 0) = v (r) sin 26 + vy sin 30. La funzione v; deve
risolvere il seguente problema:

vf + Lo} — Loy =r?
v1(l) =0, o limitata.



Le soluzioni limitate sono vy(r) = Cir? + {57 per cui, imponendo la condizione v(1) = 0,
troviamo C7 = —%. La funzione vy deve invece risolvere il problema:
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vo(1) = —%, v limitata.
Le soluzioni limitate sono va(r) = C17% per cui, imponendo la condizione vy(1) = —1, troviamo
Cy = —i. Quindi la soluzione in coordinate polari e:
1 1 1
U(r,0) = <—12r2 + 127“4) sin 20 — 17"3 sin 36.

In coordinate cartesiane si ha invece:

11 3 11 1 3 1
w(@,y) = —gy + cay(@® +y7) = Y@t +u) +y’ = —eay+ oty + pay’ - Jyat 4 gyt

ESERCIZIO 4

Determinare 'integrale generale dell’equazione u; — u, + u = x.

SOLUZIONE

Si tratta di una semplice equazione del primo ordine lineare a coefficienti costanti. Le caratter-
istiche sono le rette z = xg — t. Applicando la formula risolutiva, troviamo:
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ESERCIZIO 5 Sia f una funzione di classe C' in [0,%]. Sia fi la funzione definita in [0, 7]
prolungando in modo pari f rispetto a § e g la funzione di periodo 27 che in (—m, 7] coincide
con il prolungamento dispari di f; rispetto a 0.

1) Dimostrare (anche solo graficamente) che g ¢ di classe C! in R se e soltanto se si ha

(%) =0c f(0)=0.

2) Dimostrare che nello sviluppo in serie di Fourier di g tutti i coefficienti by, con k pari sono
nulli (suggerimento: analizzare le proprieta di simmetria di sin 2max rispetto a 7).

SOLUZIONE

1) Dato che il prolungamento rispetto a 3§ ¢ pari, la funzione ottenuta sara automaticamente
continua ma sara derivabile se e solo se f'(5) = 0 (la derivata ¢ dispari rispetto a 7). Essendo
invece il prolungamento rispetto a 0 dispari, bisogna che sia f(0) = 0 per avere continuita in 0
stesso mentre la derivata sara automaticamente continua (& pari rispetto a 0).

2) Per 0 < 2 < 7 si ha sin2m(m — x) = —sin2ma e quindi la funzione f(z)sin 2ma ¢ dispari in
[0, 7] rispetto a 7.



