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COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 28-01-2010

ESERCIZIO 1

Calcolare l'integrale [ [ ﬁ-ﬁda, dove F = (23 — w2, 2y3 +2yz, z+2%), +OV ¢ la superficie esterna
+ov
del cilindro V = {(x,y,2) € R? : 22 + y? < 4,-2 < z < 2} ed i la normale a +0V (orientata

verso 'esterno).

SOLUZIONE
In coordinate cilindriche si ha divE = 3224632+ 2 +1 = 3p? + 3p?sin? 0+ 2+ 1 e V & descritto
dalle condizioni 0 < 0 <27, 0 < p <2, —2 < z < 2. Applicando il Teorema della divergenza si

trova quindi:
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ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier di soli coseni nell’intervallo [0, 7] la funzione

(z) = sinz 0<x <3,
9= 0 T <xz<m,

esaminando la convergenza della serie ottenuta.

SOLUZIONE
La funzione ¢ regolare a tratti ma presenta una discontinuita di prima specie nel punto 5. Quindi
la serie non convergera assolutamente. Il grafico del prolungamengo periodico pari & il seguente:
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I coefficienti dello sviluppo richiesto sono: ag = % fow/ % in 0dH = %,
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e poi, per k > 2,
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tenendo anche conto del fatto che cos @ = —cos @ Quindi lo sviluppo é:
1 1 > 2 2k (k+1)7 [ g(z) perax#Z
;—i—;cosx—i— [— kQ—l)_w(kz—l)COS 5 ]cosk:c—{ 12 perz==.

0 per k =4m, 4dm + 2
La convergenza non e totale. Osservazione I: si ha cos @ =q¢1 per k=4m+1

—1 per k=4m+ 3,
ma questo non porta ad una formula piu compatta. Osservazione 2: l'integrale di aj si puo
calcolare anche per parti. Si ha

/ sinx cos kxdx = — cosx coskx — k / cos x sin kxdx

— — cosxcoskx — ksinx sinkz + k2 /sinxcos kxdz,

da cul si ricava

2 7r/2 2 T
ay _7r/0 sin x cos kxdr = m [cos x cos kx + k sin z sin kx]0/2
2 2k kw
R

uguale all’espressione precedente perché cos(k +1)5 = —sink7.

ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema:

—4duz, =0 O<z<mt>0
( 0) = g(x) O<z<m
uz(Ot):u( t)y=0 t>0,



dove g(z) & la funzione dell’esercizio precedente. Cosa accade alla soluzione u(x,t) per t — +o00?

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Neumann omogeneo per l’equazione del calore omogenea. La
soluzione ¢
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E chiaro poi che per t — 400 tendono a zero tutti gli esponenziali e quindi la soluzione u(x,t)
tende al valore stazionario % (il ragionamento potrebbe essere reso rigoroso con le stesse argo-
mentazioni usate nel paragrafo sulla convergenza alla distribuzione stazionaria per il problema
di Cauchy-Dirichlet).

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Ut — Ugy = 22t T ER,E >0,
u(z,0) =0 x € R,

ug(x,0) = 1fx2 r € R.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per I'equazione delle onde. Applicando la formula di
D’Alembert troviamo:
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ESERCIZIO 5
a) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione uy — uzy + u = 0 che hanno la forma u(z,t) =
f(z —2t), dove f € C?(R) & una funzione incognita.

(b) Determinare la relazione che devono soddisfare le costanti positive k,w, ¢, a affinché la fun-
zione u(x,t) = cos(kz — wt) sia una soluzione dell’equazione uy — Uz, + au = 0.

SOLUZIONE



(a) Se u(z,t) = f (x — 2t) allora si ha uz,(z,t) = " (x — 2t) e ug(x,t) = 4f" (x — 2t) e quindi
l’equazione alle derivate parziali si traduce nell’equazione ordinaria 3f” + f = 0, il cui integrale
generale ¢ f(y) = Cysin % + C5 cos % Dunque le soluzioni richeste sono

r—2t T —2t
u(zx,t) = C sin ——— + C5 cos ———, C1,Cy € R.
(z,t) 1 73 2 73 1,02
(b) Se u(w,t) = cos(kx — wt) allora ug,(x,t) = —k? cos(kx — wt) e uy(r,t) = —w? cos(kr — wt)

e quindi u l'equazione uy — 2y, + au = 0 si traduce in (—w? + ¢2k? + a) cos(kz — wt) = 0,
che & verificata se e soltanto se w? = c?k? + a (questa condizione viene chiamata relazione di
dispersione).



