INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 11-03-2011

ESERCIZIO 1
Calcolare

/ F. ndo,
+ov

dove F = (:pr, 2y, ?) e V é il solido delimitato dalla superficie 22 +y> — 22z — 2y —7=0¢e
dai piani z =0 ed z = 2.

SOLUZIONE
Applicando il teorema di della divergenza troviamo:

F - iido :// div(F)dzdydz = /// (2* + y* + 2 dadydz
+oV \%4 \%
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—// {/ (2% + % + z2)dz] dzdy = // (2372 + 2y + 2) dxzdy,
p LJo D

dove D = {(z,y) : (v — 1)+ (y — 1)?> < 9} & la base del cilindro V. Usando le coordinate polari
centrate in (1,1)

x =1+ pcosf
y=1+psiné

si ha:
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ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier di soli coseni nell’intervallo [0, 7] la funzione

=2 per 0<x< 7
f(x)_{S per § <z <.

Studiare la convergenza dello sviluppo ottenuto.

SOLUZIONE
Osserviamo che la funzione f ¢ discontinua in 7, e quindi la convergenza non sara totale. Si ha

poi:
9 [T 9 w/2 9 [T
aoz/ f(a:)d:c:/ —2d$—|—/ 3dr = 1;
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ar =— f(z)cos kxdr = — —2coskxdr + — 3 cos kxdx
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_ 4 [sin er”” L6 {sm er” _ 10 k[ 0EER L e,
T k.- k — km 2 0 per k pari.

Quindi
1 i —E sin k—w coskxr = l—l—i 710(_1)m+1 cos(2m+1)z = f(z) peree(0m\ {3},
2 2 = (2m+ 1)m 13 per z = 3

ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema:

U — Ugy = 0 reRt>0,
u(z,0) =sin’z x € R.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per I’equazione del calore sulla retta. Si ha:
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ESERCIZIO 4

Risolvere il seguente problema:

uy — Au =0 (x,,2) € R3,t >0,
ut(l‘,y,z,O) :ZL'ySil’lZ (a:,y,z) GRS‘
SOLUZIONE

Si tratta di un problema di Cauchy per I'equazione delle onde in R3. Calcoliamo prima le medie
sferiche dei dati. Si ha:
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My(z,y,2,1) =i / /0 (z + 7sin 6 cos @) (y + 7sin O sin @)[1 + (z + 7 cos §)?] sin AdOdyp
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1 27w
My (z,y, z,7) =i /0 /0 (x 4 rsinf cos ) (y + rsinf sin @) sin(z + r cos 0) sin OdOdyp

™ z+r
(s =z+rcosb) :wy/ sin(z + r cos @) sin 6df = :ry/ sin sds
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Quindi
0 5 ayt? . sint 9 9 . .
u(z,t) = pn tlry + zyz* + T] +t-a:yssz = zy + xyz® + zyt” + xysin zsint.

ESERCIZIO 5
Determinare una funzione g(x) definita in [0, 1] in modo tale che la soluzione del problema

Uggz + Uyy = 0 O<zr<lO<y<l,
u(z,0) =0 0<z<I,
u(z,1) = g(z) 0<z<1,
u(0,y) =y 0<y<l,
u(ly)=y—2y% 0<y<l,

verifichi la disuguaglianza u(x,y) > y® — 322y per ogni (x,y) € [0,1] x [0, 1]

SOLUZIONE

La funzione y® — 322y ¢ armonica. Prendendo g(z) = 1 — 2z? i dati si raccordano e si ha
u(x,y) > y3 — 3z2y su tutta la frontiera di [0, 1] x [0,1]. La disuguaglianza voluta segue allora
dal principio del massimo.



