INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 18-02-2011

ESERCIZIO 1
Usando il teorema di Stokes, calcolare il seguente integrale:

fﬁ-ﬁdt,
C

2., .2 _ -
Tyt =4 ed F = (y, z,22).

dove C é Delisse {
z4+x =2

SOLUZIONE
Applicando il teorema di Stokes troviamo:

fﬁ-f}’dt:/ rotF - fido.
C +X

Si ha:
i j k
rotF' = % % % =i(—1) +j(—22) + k(-1) = (-1, -2z, -1).
y oz
rT==
Per quanto riguarda 3, le cui equazioni parametriche sono y=1y , (x,y) € D, dove
z=2—=x

D = {(x,y) : 2% + y* < 4}, troviamo che:

Lza(y,z): 0 1:17 M:('?(z,x):—l 0:0’ Nza(x,y)_l O:17
Nx,y) (=1 0 Nx,y) |10 Oz,y) |01
e quindi
1 1
i=——,0,—], do = V/2dzdy.
<¢§ ﬁ) ’
Allora rot(F) - i = —/2 e si ha:
/ rotF - itdo = —2 // dxdy = —2Area(D) = —8x.
+2 D
ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier la funzione periodica di periodo 27 che in (—7, 7] vale:
x2 per 0<z<nm
fl) = { —mx per —w<x<O0.

SOLUZIONE
Osserviamo che la funzione f ¢ continua: lim, .+ f(z) = 72 = f(7) e quindi si raccorda nei

punti m + 2kxw. Allora & regolare a tratti e la convergenza sara totale. Si ha poi:



1 (7 1 210 317 2 2
ao=7r/_ﬂf(x)dx:7r/_ —mrdr + — / 2dx—[—}_ﬂ+[;]0=7;+7;:27r27

1 (7 1 1 /",
ay =— f(z)cos kxdr = — —mx cos kxdx + — x° cos kxdx
T T T Jo
B 7;Usinkxicosk‘x + x 81nkx+2mcoskx72sinkm T
N k k2 | km k2w k3w |,
3(-1)F -1
= k? ;
1 [" I 1"
b =— f(x)sin kzdx = / —mz sin kxdr + / 2% sin kxda
T J_. T ) T Jo
_ |zcoskx  sinkz 0 n x? cos kx L 2x sin kx . 2coskx]”
N k k2| km k2w k3w ],
C2(-DF-1] [0 per k pari
N k3w B —ﬁ per k dispari.
Quindi si ha, per ogni x € R:
572 = 3(=1)F —1 2[(—1)kF 1] .
f(zx) =17 + Z Tcoskx + Z Tsmkx
k=1 k=1
s K 3(—-1)F -1 > —4 _
:T+ Tcoskx—i— Z WSIH(2TTL+1)I‘,
k=1 m=0
con convergenza totale.
ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema:
Uz + Uyy = 0, 1<2?+92 <4,

u=2zy+ 6y —8y> 2% +9%=1,
u:%+24y—8y3 22 +9y? = 4.

SOLUZIONE
Si ha:

(22y + 6y — 8y>)z—cosg = 25in 6 cos + 6sinf — 8sin® § = sin 20 + 2sin® 30 = sin 20 + 2sin 30

y=sin 6

1 1
<%+24y—8y )z %cosg §sin90089+4881n9—64sin30: 18in29—|—1651n39.
y=2sin

Quindi il problema dato in coordinate polari diventa:

Upp + LU + & Ugp =0, 1<r<20<6<2mn,
U(1, 9)—bin29+2sin39 0<6 <2,
U(2,0) = $sin260 + 16sin30 0 <60 < 2.

2



La soluzione a quest’ultimo problema va cercata nella forma:

C C
U(r,0) = (C'17“2 + 22> sin 260 + <C’3r3 + 34> sin 36.
r r
Imponendo le condizioni iniziali troviamo i due sistemi:

Ci1+Cy=1 C3+Cy=2
10+ %=1 8Cs + & = 16,

le cui soluzioni sono C1y =0, Cy =1, C3 =2 e Cy = 0. Quindi

1 2 2
U(r,0) = 2 sin 26 + 273 sin 36 = 2 sin @ cos 6 + 673 sin § — 873 sin® 0 = ﬁ + 627y — 2y°.
ESERCIZIO 4
Dopo aver disegnato le caratteristiche, risolvere il seguente problema:
u+uu, =0 xR, t>0, dove () = r per <0
u(z,0) = g(z) z €R, v FE=1 0 per z>0.
SOLUZIONE
r=xo+x0t U 1 r=x0
L’equazione delle caratteristiche e
T =1x9+ ot per g < 0 e xz = x9
per zg > 0.
g(z)=z O g=0 fr:
uk
Per x < 0 la soluzione in forma e _
u(z,t)=75 u=0
implicita & u = [z — ut], che esplicitata
diventa u = t% Per 2y >0
la soluzione ¢ u = 0. 0 e

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema:

U — Ugy =20+ 12 z€R,E>0,

u(z,0) = sinz z € R,

ut(z,0) = cos® z z €R.

SOLUZIONE Applicando la formula di D’Alembert troviamo:

1 1 T+t 1 t T+t—s
u(x,t) == [sin®(z +t) + sin®(z — )] + = / cos® ydy + / / (2y + s*)dy| ds
2 2 r—t 2 0 T—t+s

1 —cos2zcos2t +1
N 2
1 —cos2zcos2t +1
N 2

1 L[
+ 7508 2xsin 2t + 2 / (4xt — dxs + 2%t — 25%)ds
0

1 1
+ 1 cos 2z sin 2t + xt? + Et4'



