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ESERCIZIO 1
Calcolare l’integrale ∫

+∂V

~F · ~ndσ,

dove ~F = (z2, yx2, zy2) e V è il solido delimitato dalle superfici z = 1√
3

√
x2 + y2, z =

√
3
√
x2 + y2

e x2 + y2 + z2 = 1.

SOLUZIONE
Si ha div~F = x2 + y2 e quindi, in coordinate sferiche,

∫
+∂V

~F · ~ndσ =
∫∫∫

V
(x2 + y2)dxdydz

=
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ π/3

π/6
ρ2 sin2 θ · ρ2 sin θdθdρdϕ

= 2π
∫ 1

0
ρ4

[
− cos θ +

cos3 θ

3

]π/3
π/6

dρ =
9
√

3− 1
60

π.

ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier la funzione 2π-periodica che in (−π, π] vale

f(x) =


2x+ 3 −π < x < 0

−2 0 ≤ x ≤ π
esaminando la convergenza della serie ottenuta.

SOLUZIONE
Osserviamo preliminarmente che f è discontinua in tutti i punti kπ, k ∈ Z, e quindi la con-
vergenza non sarà totale. Essendo comunque regolare a tratti, potremo applicare il teorema di
convergenza puntuale. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti:

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x)dx =

1
π

[x2 + 3x]0−π +
1
π

[−2x]π0 = −π + 1,

e per k ≥ 1,

ak =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx =

1
π

[
2x

sin kx
k

+ 2
cos kx
k2

+ 3
sin kx
k

]0

−π
+

1
π

[
−2

sin kx
k

]π
0

=
1
π

[
2
k2
− 2

cos kπ
k2

]
=

2[1− (−1)k]
k2π

=
{

0 per k pari,
4
k2π

per k dispari,

1



bk =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx =

1
π

[
−2x

cos kx
k

+ 2
sin kx
k2

− 3
cos kx
k

]0

−π
+

1
π

[
2

cos kx
k

]π
0

=5
(−1)k − 1

kπ
− 2(−1)k

k
.

Si ha quindi:

1− π
2

+
∞∑
k=1

2[1− (−1)k]
k2π

cos kx+
∞∑
k=1

[
5

(−1)k − 1
kπ

− 2(−1)k

k

]
sin kx

=


f(x) x 6= kπ
1/2 x = 2kπ
1
2 − π x = (2k + 1)π,

con convergenza puntuale. La serie
∑∞

k=1
2[1−(−1)k]

k2π
cos kx può essere scritta anche nella forma

∞∑
m=0

4
(2m+ 1)2π

cos(2m+ 1)x.

ESERCIZIO 3
Determinare l’integrale generale dell’equazione differenziale: ut − 4ux + u = xe−t sin t.

SOLUZIONE Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti costanti. Appli-
cando la formula risolutiva, ed indicando con g(x) una generica funzione C1(R), si ha:

u(x, t) =e−t
∫ t

0
es[x− 4(s− t)] · e−s sin sds+ e−tg(x+ 4t)

=e−t
∫ t

0
[(x+ 4t) sin s− 4s sin s]ds

=e−t [−(x+ 4t) cos s+ 4s cos s− 4 sin s]s=ts=0 + e−tg(x+ 4t)
=− xe−t cos t− 4e−t sin t+ (x+ 4t)e−t + e−tg(x+ 4t).

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:

utt −∆u = 0 (x, y, z) ∈ R3, t > 0,
u(x, y, z, 0) = y cos z (x, y, z) ∈ R3,
ut(x, y, z, 0) = x2 + y2 + z (x, y, z) ∈ R3.
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SOLUZIONE Si tratta di un problema di Cauchy per l’equazione delle onde in dimensione 3.
Le medie sferiche dei dati iniziali valgono:

Mg(x, y, z, r) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0
(y + r sin θ sinϕ) cos(z + r cos θ) sin θdθdϕ

=
1
2

∫ π

0
y cos(z + r cos θ) sin θdθ

(s = z + r cos θ) =
y

2r

∫ z+r

z−r
cos sds

=
y

2r
[sin(z + r)− sin(z − r)] = y

sin r
r

cos z,

Mh(x, y, z, r) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

[
(x+ r sin θ cosϕ)2 + (y + r sin θ sinϕ)2 + (z + r cos θ)

]
sin θdθdϕ

=
1
2

∫ π

0
(x2 + y2 + r2 sin2 θ + z + r cos θ) sin θdθ

=
1
2

[
−(x2 + y2 + z) cos θ − r2 cos θ +

r2

3
cos3 θ +

r

2
cos2 θ

]θ=π
θ=0

=(x2 + y2 + z) +
2
3
r2.

Quindi, applicando la formula di Kirchhoff, si trova:

u(x, y, z, t) =
∂

∂t
(y sin t cos z) + t

[
(x2 + y2 + z) +

2
3
t2
]

= y cos t cos z + t(x2 + y2 + z) +
2
3
t3.

ESERCIZIO 5
Determinare maxQ u e minQ u dove Q = [0, 1]× [0, 1] ed u è la soluzione del problema

ut − uxx = 0 0 < x < 1, 0 < t < 1,
u(x, 0) = x3 − 3x+ 1 0 ≤ x ≤ 1,
u(0, t) = 2t+ 1, u(1, t) = t− 1 0 < t < 1.

SOLUZIONE
Le condizioni di raccordo sono verificate:

(2t+ 1)|t=0 = 1 = (x3 − 3x+ 1)
∣∣
x=0

e (x3 − 3x+ 1)
∣∣
x=1

= −1 = (t− 1)|t=0 .

Si vede poi facilmente che max[0,1](x3− 3x+ 1) = 1, min[0,1](x3− 3x+ 1) = −1, (2t+ 1)|t=1 = 3
e (t− 1)|t=1 = 0. Quindi

max
Q

u ≡ max
∂pQ

u = 3 e min
Q

u ≡ min
∂pQ

u = −1.
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