INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
SOLUZIONI DELLA PROVA SCRITTA DEL 20-07-2011

ESERCIZIO 1
Sia V il dominio nello spazio delimitato dai piani z = 1, z = 2 e dalla sfera 22 + y> + 22 = 9.
Posto F' = (2xy?,2zy, 2z2?) calcolare

/ F . fido.
+oV

SOLUZIONE

In coordinate cilindriche il dominio si scrive nella forma:
1<2<2
0<60<2r
0<p<vV9-—22

Inoltre: divF = 2y% + 2z + 222, Quindi, applicando il teorema della divergenza troviamo:
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ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier di soli seni nell'intervallo [0, 7| la funzione

x2 per 0<z<7
2
5T+ 7% per §<z<T.

Esaminare la convergenza dello sviluppo ottenuto.

SOLUZIONE

Osserviamo che la funzione g ¢ continua in [0, 7]:



9 2 T 2
T |p=nyj2 = 7o\t

x=m/2

Inoltre la derivata prima é continua a tratti e valgono le condizioni di raccordo: g(0) = 0 = g(n).
Quindi avremo convergenza totale. Si ha poi:
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con convergenza totale.

ESERCIZIO 3
Dopo aver determinato la soluzione stazionaria us(z), risolvere il seguente problema:

U — Uz, = —422, O<ax<mt>0,
u(z,0) = g(x) + 2° 0<z<m,
w(0,t) = 0,u(m, t) =72 t>0,

dove g(x) & come nell’esercizio precedente. Dare anche una stima della convergenza di u ad us.

SOLUZIONE

Si tratta di un problema di Dirichlet non omogeneo per ’equazione del calore non omogenea. La
—Tul = —42z, 0 <z <m
ug(0) = 0, us(m) = 3.
generale ¢ ug(x) = 23 + Ciz + Cy e imponendo le condizioni al contorno si trova: Cy = 0,
7 + Oim + Cy = ©3, da cui ricaviamo C; = 0 e ug(z) = 3. Inoltre, ponendo v(x,t) =
u(x,t) — us(x), la funzione v deve risolvere il seguente problema di Dirichlet omogeneo

soluzione stazionaria si trova risolvendo il problema { La soluzione



Vg — TUge =0 O<z<mt>0
v(x,0) = g(z) 0<z<nm
v(0,t) =v(m,t) =0 t>0.

Quindi, tenendo conto dello sviluppo ottenuto nell’esercizio precedente, la soluzione del problema
inu e:

km
sin k7 cos -1
u(z,t) = us(z) + vz, t) = 2 + E ( k‘% )e‘7k2tsinkx.

Si ha poi supge(oAl9(z )\ = % e quindi |u(z,t) — us(z)| < 72e~7 per t > . Alternativamente,
1

bln

kn
posto H = > 72, ‘3 e+ élCOSk??Tr si ha: Ju(x,t) — us(z)| < He " per t > 0.

ESERCIZIO 4
Dopo aver disegnato le caratteristiche, risolvere il seguente problema:

= -1 per <0
{Zt(;(g)%_ég;%_o ié%bo? dove glz)=q z—1 per 0<z<2
o 7 1 per x> 2.
SOLUZIONE

Le caratteristiche sono:

e r =u1x9— Tt per xg < 0;
o ©=x0+ (209 — 7)t per 0 < zg < 2;
e r =1x9— 3t per xg > 2.

Per —7t < x < 2 — 3t la soluzione in forma implicita &: v = [z — (2u — 5)t] — 1, che esplicitata

diventa: u(z,t) = z;ﬁf}l. Quindi la soluzione del problema é:
-1 per x < —Tt
g(z) ={ =L per —Tt<w<2-3t
1 per x> 2 — 3t.

ESERCIZIO 5
Determinare una funzione g(y) definita in [0, 1] in modo tale che la soluzione del problema

Ugg + Uyy = 0 0<ax<2m0<y<l,
u(z,0) = 1,u(r, 1) = e+ 0<ax <2,
(Oy)—1+(€ ) (27Ty)—g(y) 0<y<l1,

verifichi la condizione u(x,y) > €Y cosz, per (z,y) € [0,2x] x [0, 1].



SOLUZIONE
Notiamo anzitutto che e¥cosz ¢ armonica. Se si prende g(y) = e sono sodisfatte le

condizioni di raccordo:

1+ (6 - 1)y|y:0 =1= U(.Z‘, 0) €(2W+1)y|y=0 =1= U(J?, 0)

ex+l‘z:0 —e=1+ (6 - 1)y‘y:1 e(27r+1)y‘y:1 _ e271'+1 _ ex+l‘z:27r.
Inoltre si ha:

e 1+ (e—1)y>e¥=eYcosx|,— per y € [0,1], perché s =1+ (e — 1)y & la corda di s = e¥
in [0,1] ed s = €Y & convessa;

e 1 >cosz = eycos:r\y:o per 0 < x < 2m;
o eCmHY > ¥ — e¥ cos x|—ar per y € [0,1];

o "1 > ecosz = e¥cosx|y—1 per 0 <z < 2.

Si ha quindi u(z,y) > e¥ cosy sulla frontiera del rettangolo [0, 27] x [0, 1] e quindi, per il
principio del massimo, in tutto il quadrato stesso.



