INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
PROVA SCRITTA DEL 23-02-2012 - SOLUZIONI

ESERCIZIO 1
Calcolare

/ F. ndo,
+oV

dove V é il solido delimitato dalle superfici z = 2 — /22442, 2 = l ez = —2 ed F =
(4xy?, 82y, 2%).

SOLUZIONE
Si ha divE = 4y? + 822 + 2z. Applicando il teorema della divergenza troviamo:
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ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier di soli seni nell’intervallo [0, 7] la funzione

_J cosz 0<z<m7/2
f(x)_{() m/2<z<m

esaminando la convergenza della serie ottenuta. E’ richiesto anche il disegno dell’estensione
periodica corrispondente.

SOLUZIONE
Osserviamo preliminarmente che f1(0) =1 # 0 e quindi la convergenza dello sviluppo non puo
essere totale. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti. Si ha:
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e per k > 2,
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poiché

T T T o km
cos(k — 1)5 = —cos(k + 1)5 e cos(k + 1)5 = —sin—-.

Si ha quindi,

—sin$+2bksinkx: cosz 0<z<m/2
g k=2 0 /2 <z <m,

con convergenza solo puntuale.

ESERCIZIO 3

Risolvere il seguente problema

ut—azgux:2tet2 reR,t>0
wz,0)=1+e" zeR.

Facoltativo: verificare che la funzione ottenuta sia la soluzione del problema.

SOLUZIONE

Le curve caratteristiche si ottengono risolvendo il problema:

{0

Separando le variabili si ottiene: [ i—g =— [dt, % =t+C,z= H%C Imponendo la condizione
iniziale, si trova C' = % e quindi
i) x
T = p(xo,t) = zo =Y(x,t) = .
SD( 07) .’L'()t—i-l’ 0 1/1( 7) 1 — ot

Sulle caratteristiche ’equazione diventa:



U’ = 2tet’
U(0) =1 + e%.

. R 2 .. . . 2 .
La soluzione generale &: U = ¢! 4+ C. Imponendo la condizione iniziale si trova C' = %0 e quindi

t x2/(1—xt)2.

u(x,t):62+e

Verifica. Si ha u(z,0) =1+ e* e poi
22/(l-at? _ 2 2T a2/(1-at)? _ 2 22%t 22/ (1=at)? _ oy 12

3
2 t2 xr
Py, = 22—
e e = 2 ST g e T A= a2 (1 —at)?

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:

Uy — Ugy = 32%t% z €R,t >0,
u(z,0) = x4 reR
ug(,0) = 423 reR

Facoltativo: verificare che la funzione ottenuta sia la soluzione del problema.

SOLUZIONE §Si tratta di un problema di Cauchy per I’equazione delle onde in dimensione 1.
Applicando la formula di D’Alembert troviamo:

1 1 x4t 1 t :E-l-(t—s)
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2 2 r—t 2 0 $—(t—8)
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Verifica. Si ha: u(x,0) = 2, w(z,t) = 4(z + t)3 + 22t + Lt° e quindi w(x,0) = 42°. Infine:
1 1
Ut — Uge = [12@ + 1) 4 3222 + 2754] — [12(x +1)2 + 2t4] = 3222,

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema:



Ugz + Uyy = 0 1< 2?4192 <4,
w=2xy+2x> -1 224+¢y>=1,
u:2xy+¥ 22+ 2 =4

Facoltativo: verificare che la funzione ottenuta sia la soluzione del problema.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Dirichlet per 'equazione di Laplace in un anello. Si ha:

[2zy + 222 — 1] z=cos 6,y=sin9 = sin 20 + cos 26
2 — g2

1
[Qxy + = 4sin 26 + 7 °08 26.

:| =2 cos 0,y=2sin 0

Quindi in coordinate polari il problema diventa:

Urr + 3 Ur + 5Upp = 0 1<r<2,0<6<2m,
U(1,6) = sin 20 4 cos 20 0<6<2m,
U(2,0) = 4sin20 4+ 3 cos20 0 <6 < 2r.

Cercando la soluzione nella forma
2 1 . 2 1
U(r,0) = | Cir® + Cy— | sin20 + | Csr” + Cy— | cos 20
T r
troviamo che deve essere

Cir+C2=1 Cs3+Cy=1
AC1 4+ 1Co =4 AC3 + 1oy =1

e quindi Ch =1,C9 =0,C3 = 0,C4 = 1. In conclusione,
2 1

U(r,0) = r=sin 20 + — cos 20
r

e tornando in coordinate cartesiane

. 1 r2cos?f — r?sin? 6 a— y2
r281n29+ﬁ(30529:2xy+ " :2xy+m—u(m,y)
Verifica. Si ha:
2,2 2,2
Tt —y 9 xt—y 2
20y + ——5— = 2xy + 227 — 1, 20y + ——5— = 2zy +
e poi

624 4 6y* — 362%y? _ 6z 4 6y* — 36222 _
(5(32 + y2)4 (IZ + y2)4 -

Ugy + Uyy =




