INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
PROVA SCRITTA DEL 20-07-2012 - SOLUZIONI

ESERCIZIO 1
Calcolare il seguente integrale:

/ F. nido,
+0V

dove F = (3zy?, 3yx?, 2?) e V & il solido delimitato dalle superfici z = —1, 2 = 2 e z =

—2 4+ /12 _{_y2'

SOLUZIONE
Si ha divF = 3(z% + y?) + 2z e quindi
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ESERCIZIO 2
Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier di soli seni della funzione cos 2z, nell'intervallo [0, 7].
Esaminare la convergenza dello sviluppo ottenuto e disegnare il grafico dell’estensione periodica
corrispondente.

SOLUZIONE

Osserviamo preliminarmente che cos2x|,—9 = 1 # 0 e cos2z|,—r = 1 # 0: le condizioni di
commpatibilita non sono verificate e quindi la convergenza dello sviluppo ottenuto non sara
totale. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti. Si ha:
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kz; m(k? —4) [1 - (=) } sinkr = mz—:o m[(2m + 1)2 — 4] sin(2m-+1)z = { cos2z per0 <z <,
k#2 -

con convergenza puntuale ma non totale.

ESERCIZIO 3

Dopo aver determinato la soluzione stazionaria, risolvere il seguente problema

Ut — 2Upy = —4 O<z<mt>0,
u(x,O):sin2$+w2—#a}+2 0<z<m,
u(0,t) = 2,u(m,t) =1 t>0.

Calcolare anche la velocita di convergenza alla soluzione stazionaria.

SOLUZIONE 8Si tratta di un problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione del calore in dimen-
—2ul = —4,
us(0) = 2, ug(m) =1,

x + 2. Ponendo v(z,t) = u(x,t) — us(x), la funzione v deve

sione 1. La soluzione stazionaria si trova risolvendo il problema { , la

2 w41

cui soluzione ¢: us(r) = z° — ==

risolvere il problema:

Vg — 2V =0 O<z<mt>0,
v(z,0) = sin 2z 0<z<m,
v(0,t) =v(m,t) =0 t>0,

8

Dato che sin 2z coincide con il suo sviluppo i serie di soli seni, si ha: v(z,t) = e~8 sin 2z e quindi

2
1
u(z,t) = 2% — s

z+ 2+ e 8 sin2z.
T



Ne segue che
’UJCEt*’UJSQS' <68t er ogni t>0.
| ( ) = P g -

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:

u+ 2—uu, =0 z€Rt>0,
u(z,0) = —y/x -2 xz€R.

Verificare che la funzione ottenuta risolve effettivamente il problema.

SOLUZIONE

Si tratta di un problema di Cauchy per I'equazione del traffico. Le caratteristiche sono: = =
xo + (/To + 4)t, o € R. La soluzione in forma implicita e: v = —y/x — (2 —u)t — 2. Per
esplicitarla, possiamo riscriverla nella forma y/z — (2 — u)t = —u — 2 ed elevando al quadrato

otteniamo la seguente equazione di secondo grado in u

w4 (4—tu+ (4+2t—z)=0.

Le soluzioni sono

—A44+t+V12 - 16t +4x ot -4+
= —
2 2
—44+t—/t2—16t+4x
2

u(x,t) 2ve 24+ /x.

In base alla condizione iniziale, la soluzione &: u(z,t) =

Verifica: la condizione iniziale ¢ gia stata verificata. Si ha poi:

(t — 8)(t2 — 16 + 4x) "1/

N | =

ur + (2 — w)ug =

N

—5 |8 t+ (t2 — 16 + 42)'/2| (t? — 16 + 42)~1/2

=0.

ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema:

U — Au =10 (z,y,2) € R3,t >0,
u(x7y7270) = 13_22 (xaya Z) S R37
Ut(%?J,Z?O) = (332 +y2) sin z (‘xaya Z) = R3.

Facoltativo: verificare che la funzione ottenuta risolve effettivamente il problema.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema Cauchy per I’equazione delle onde in R3. Calcoliamo le medie sferiche
dei dati:



(y + rsinfsinp)(z + rcosf) .
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My(z,y, z,7) :E / / [(z + rsinfcosp)? + (y + rsin@sin )?] sin(z + r cos ) sin fdOdyp

2m
4 / 2% 4+ y? + r?sin? 0) sin(z + r cos 0) sin Odfdp
™
1 z+7"
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:Z[—(ﬁ +y2 +7r? = 22) coSs — 225¢0S s + 2zsin s + 52 cos s

(2% 4+ y? + 12 — (s — 2)*] sin sds

s=z—+r

— 2ssins — 2 cos s} R

=— %(m2 + 4% 4 2)[cos(z + ) — cos(z — 7)] — [sin(z + r) + sin(z — 7)]

1
=— (2 +y? + 2) sin zsinr — 2sin z cos 7.
”

Applicando la formula di Kirchhoff, si trova:

0 1 t)? 1
u(z,y, z,t) = pn <t 4%1 gm>+t[ (% + %+ 2)sin zsint — 2sin z cos t

_ ylz+1) y(z—1)
T2+ (z+1)2] 21+ (2 —1)?

+ (2 + y* + 2) sin zsint — 2t sin z cos .

Verifica: E immediato verificare che u(z,y, z,0) = Usando le identita

1+2

d s 1—s2 d? s 253 — 65

dsl+s2 (1+s)2 ©  ds?1+s2  (1+s2)3

troviamo che

y[1-G+t)?]  yll—(z—1)
21+ (z+ )2 2[L+ (2 —)%?

ug(z,y, 2, t) = +(2%4y?+2) sin z cos t—2 sin z cos t42t sin z sin t

e quindi u(z,y, 2,0) = (22 + y?) sin z. Infine,
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+ 2tsinzcost+4sinzsint}



