INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
PROVA SCRITTA DEL 21-06-2012 - SOLUZIONI

ESERCIZIO 1
Calcolare il seguente integrale:
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SOLUZIONE
In coordinate sferiche si ha:
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ESERCIZIO 2

Sviluppare in serie di Fourier di soli coseni nell’intervallo [0, 7] la funzione
a3 per 0<z< %,
0 per F<z<m.

Esaminare la convergenza dello sviluppo ottenuto e disegnare il grafico dell’estensione periodica
corrispondente.

SOLUZIONE
Osserviamo preliminarmente che f ¢ discontinua (in 7/2) e quindi la convergenza dello sviluppo
ottenuto non sara totale. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti. Si ha:
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con convergenza puntuale ma non totale.

ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema:

U — Ugy = 0 x €R,E >0,
u(r,0) = 23 r € R,
u(z,0) =322 x €R.

Verificare che la funzione ottenuta risolve effettivamente il problema.

SOLUZIONE Si tratta di un problema di Cauchy per I’equazione delle onde in dimensione 1.
Applicando la formula di D’Alembert, troviamo
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Verifica: u(z,0) = 22, uy = 3(z + )% + 23 + 23t e u(x,0) = 322. Infine:



Ugt — Ugy = [6(z + 1) + 3zt + 23] — [6(z + t) + 3zt?] = 22,

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema:

Ut — Uz = 0 reR,t>0,
u(z,0) = z%cos’z x € R.

Verificare che la funzione ottenuta risolve effettivamente il problema.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per I'’equazione del calore sulla retta. Si ha:
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Verifica: u(z,0) = 2?1422 = 32 cos? e poi

Ut — Upy = [1 — 2e 22 cos 22 + e Y cos 22 — Ate ™ cos 2z — 16t cos 2
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ESERCIZIO 5
Risolvere il seguente problema:



Uy + Uyy = 16T 2?4+ y? < 1,
u =5y 2?2 +9y? = 1.

Verificare che la funzione ottenuta risolve effettivamente il problema.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema Dirichlet per ’equazione di Poisson nel disco unitario. In coordinate
polari il problema diventa

Urr‘*’%Ur‘F’%UQe:lGTCOSH 0<r<1,0<0<2r
U(1,0) = 5sind 0<6<2r.

La soluzione va cercata nella forma U(r, #) = v (r) sin @ +wv2(r) cos 6. Per v; abbiamo il problema
v + 1v] — Hv1 =0
v1(1) = 5,v1 limitata,

la cui soluzione ¢ vy (r) = 5r. Per vy abbiamo il problema

v§ + 1vh — Hug = 167
va(1) = 0, vy limitata,

la cui soluzione & va(r) = —2r + 2r3. Quindi la soluzione del problema iniziale &:

U(r,6) = 5rsin® — 2r cos§ + 2r® cos § = by — 2z + 223 + 2xy>.

Verifica: [5y — 2z + 22° 4 2xy?],2 21 = [By — 22 + 22 (2® + y?)] ;21 ,2=1 = Dy e poi A(5y — 2z +
22% + 22y?%) = 122 + 4z = 16z.



