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ESERCIZIO 1
Stabilire se la seguente funzione

f(x, y) =

{
x4y

x2+|y| (x, y) 6= (0, 0)
0 (x, y) = (0, 0)

è continua in R2 e se è differenziabile in (0, 0).

SOLUZIONE
La funzione è certamente continua fuori di (0, 0). Passando in coordinate polari, troviamo

|f(ρ cos θ, ρ sin θ)| = |ρ5 cos4 θ sin θ|
ρ2 cos2 θ + ρ|sin θ|

≤ |ρ
5 cos4 θ sin θ|
|ρ sin θ|

= ρ4 cos4 θ ≤ ρ4 → 0

per ρ→ 0, e quindi è continua anche in (0, 0). Si ha poi

f(h, 0)− f(0, 0)
h

=
0
h
→ 0 per h→ 0

e quindi ∂f∂x (0, 0) = 0; analogamente ∂f
∂y (0, 0) = 0. Possiamo quindi esaminare la differenziabilità:

∣∣∣∣∣ x4y

(x2 + |y|)
√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ =
|ρ5 cos4 θ sin θ|

(ρ2 cos2 θ + ρ|sin θ|)ρ
≤ |ρ

5 cos4 θ sin θ|
|ρ2 sin θ|

= ρ3 cos4 θ ≤ ρ3 → 0

e quindi la funzione è differenziabile in (0, 0).

ESERCIZIO 2
Determinare, al variare di λ ∈ R, la soluzione del seguente problema di Cauchy:{

y′ = y2 log x
y(1) = λ.

SOLUZIONE
Separando le variabili, troviamo

∫ dy
y2

=
∫

log xdx, che integrata dà: − 1
y = x log x − x + C, e

quindi l’integrale generale

y =
1

x− x log x− C
.

Imponendo la condizione iniziale, troviamo− 1
λ = −1+C, cioè C = λ−1

λ . Sostituendo quest’ultima
espressione nell’integrale generale troviamo infine:
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y =
λ

λx− λx log x− λ+ 1
.

Va osservato che l’integrale generale con la costante C esclude la soluzione costante y ≡ 0,
mentre quello espresso in termini della costante λ lo contiene per il valore λ = 0.

ESERCIZIO 3
Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:∫ 1

0

x sin
√
x

1− cos2 x
dx;

∫ +∞

1

e1/x − 1
log(1 + 1√

x
)
dx.

SOLUZIONE
Per il primo integrale possiamo usare le stime asintotiche sin

√
x ∼
√
x e 1− cosx ∼ x2

2 (oppure
1− cos2 x = sin2 x ∼ x2) per x→ 0, ottenendo

x sin
√
x

1− cos2 x
=

x sin
√
x

(1− cosx)(1 + cosx)
∼ x3/2

2x2

2

=
1√
x

1√
x

per x→ 0+, e quindi l’integrale converge (per il confronto con 1
xα , α = 1

2 < 1).

In modo analogo,

e1/x − 1
log(1 + 1√

x
)
∼ 1/x

1/
√
x

=
1√
x

e quindi il secondo integrale diverge (confronto con 1
xα , α = 1

2 < 1).
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