SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1
Chiaramente la serie proposta ¢ una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione t — cost, con t = log(1 + 1/4/n), ed al primo ordine per la
funzione ¢ — log(1 + ¢), con t = 1/4/n, si ottiene:

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente minore di 1,

la serie proposta diverge.

Esercizio 2
1. L’equazione differenziale proposta € un’equazione a variabili separabili che ha come soluzioni singolari

y(x) =1 e y(x) = —1. Per determinare le altre soluzioni di tale equazione, procediamo per separazione
di variabili, ottenendo
2 1 1
dy= [ d == ——dy— | — dy=z+C
/yz—ly/x y—ly/y+1yx
-1 -1 = .
= logL:x+C = Y=o _ e CeR.
y+1 y+1
Pertanto l'integrale generale sara dato da y(z) = ifggj . Osserviamo che per C = 0 si riottiene la
soluzione singolare y(z) = 1, mentre per nessun valore di C si recupera la soluzione singolare y(x) = —1.
2. Imponendo la condizione iniziale, si ricava
1+C L A1
>\ == 0 = = — C = —_—
v =1"¢ A

Quindi, per ogni A € R, otteniamo che la soluzione cercata ¢ data da

A1+ (- 1)e?
TA+I-(A—1Der

ya(z)

Osserviamo che per A = 1 si riottiene la soluzione singolare y(x) = 1, mentre per A = —1 si recupera la
soluzione singolare y(z) = —1.
3. Infine otteniamo

lim yy(z) = lim

)\+1+(/\71)em:{_1 se A # 1,
z——+00 zHJroo)\—l—l—()\—l)ex

1 se A = 1.

Esercizio 3

1. La funzione considerata ¢ chiaramente continua in R? \ {(0,1)}, in quanto & composizione, somma e
rapporto di funzioni continue, con il denominatore mai nullo. Per studiarne la continuita nel punto
(0,1), procediamo attraverso la definizione. Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per
la funzione t + e, con t = 223 e passando alle coordinate polari centrate in (0, 1), otteniamo

) 2(y —1)3 2p% sin® 0 ) . 3
lim T,Yy) = —_ —————+ 1= lim 2psin°f+1=1
(x,y>~(o,1>f( v) (@y)—0,1) 2+ (y — 1)? p—0t  p? P

indipendentemente da 6. Poiché f(0,1) = 1, la funzione f risulta continua anche in (0,1) e quindi

f € CO(R?).



2. Derivate parziali:

b

g(()’l) — liml (1_14_t2_1) —

ox t—0 ¢t t2

d 1 (e — 1412 27 _ 1
—f(O,l):limf S LR R S
oy t—0 ¢ 12 t—0 3

Quindi si ha Vf(0,—1) = (0, 2).
3. Per quanto riguarda la differenziabilita, facendo prima uno sviluppo di Taylor al secondo ordine per la
funzione t — ef, con t = 2k3 e poi passando in coordinate polari, centrate nell’origine, si ottiene

i 1 e 1 Ly 2RO BRSO —2mRh 2k
(hb)—10.0) VRE L k2 \ 2 + K2 = b (0.0) (h% 1 k2)3/2
2k% — 2h%k —2p3 cos? 0sin 0 + 2p° sin® 6

p— 1. e T 5~ pr— 1.
(h,k)l—>m(0,0) (h2 + k2)3/2 pg(r)l+ 3

70,

quindi f non & differenziabile in (0, 1).

Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al quarto ordine per la funzione ¢ — cost, con t = 1/, e lo sviluppo al
secondo ordine per la funzione t — e’, con t = —x/2, otteniamo

r a2 9
cos\/Ezl—g—i—ﬂ—i—o(x V)
2

e_’”/2:1—§+%+0(3€2)

da cui

f(z) = cosvx —e /2 = (1 — g + ;C—z + 0(:52\/5)> - <1 — g + %2 + 0(x2)> - + o(2?).

Quindi la funzione assegnata ¢ un infinitesimo del secondo ordine per x — 0.

Esercizio 5
La funzione integranda & continua su tutto Uintervallo (0,+00), per ogni a € R; pertanto, per stabilire il
comportamento dell’integrale proposto dobbiamo studiare l'integranda in un intorno destro di 0 ed in un
intorno di +o0. In U(0") otteniamo
1+ 22 1

fla)= —— ~ — che ¢ integrabile se e solo se a < 1.
24+ a3 x®

In U(+00) otteniamo

V1+ 22 x2/3 1
~ = che & integrabile se e solo se a 4+ 5/6 > 1, ovvero per a > 1/6.
zo2+ 23 xead/? potd/6

Concludendo, l'integrale improprio proposto esiste finito se e solo se 1/6 < a < 1.

fz) =

Esercizio 6

a) Laffermazione & errata, basta prendere f(z) = €%, che & convessa (f”(z) = e* > 0) e sempre stretta-
mente crescente.

b) L’affermazione & corretta, infatti f/(0) = f’(1) = 0 e, come conseguenza della convessita, f’ & crescente.
Quindi f’'(z) = 0 per ogni = € [0, 1], ovvero f & costante in [0, 1].

¢) L’affermazione ¢ corretta, infatti se f”(z) > 0 per ogni « € R, si ha che f’ ¢ una funzione strettamente
crescente e quindi puo attraversare ’asse x al pitt una volta.

d) L’affermazione & corretta, infatti se f/(0) < 0 ed f/(1) > 0, per il teorema degli zeri deve esistere un
punto z,, € (0,1) in cui f'(z,,) = 0. Essendo f convessa, il punto stazionario x,, & un minimo.



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢t +— sint, con t = 1 — cos(1/n), ed al secondo ordine per la
funzione t — cost, con t = 1/n, si ottiene:

1 1\’ 1 1
an := n?sin? <1—cosn> ~ n? <1—cosn) ~n2mzw.

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente maggiore di
1, la serie proposta converge.

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione a variabili separabili che ha come soluzioni singolari
y(z) = 3 e y(x) = —2. Per determinare le altre soluzioni di tale equazione, procediamo per separazione
di variabili, ottenendo

5 1 1
7d:/d;v — /—d—/—d:x—i—C
/(y+2)(y—3) Y y—3 Y y+2 Y

-3 -3 . .
—  lgll 2=+ = YLT2_¢Ge CeR.
y+2 y+2
Pertanto 'integrale generale sara dato da y(z) = % Osserviamo che per C' = 0 si riottiene la
soluzione singolare y(z) = 3, mentre per nessun valore di C' si recupera la soluzione singolare y(z) = —2.
2. Imponendo la condizione iniziale, si ricava

3+2C - A-3

A == 0 = = —— C = —_

v =7"¢ N+2

Quindi, per ogni A € R, otteniamo che la soluzione cercata ¢ data da

3AN+2)+2(\—3)e”
A+2—(A—3)e”

yr(z) =

Osserviamo che per A = 3 si riottiene la soluzione singolare y(x) = 3, mentre per A = —2 si recupera la
soluzione singolare y(z) = —2.
3. Infine otteniamo

3(A+2)+2(A—3)e” :{_2 se A #£ 3,

I = i
g u(@) = i 3 seA=3.

z— 400 z—+oo AN+ 2 — ()\ — 3)635

Esercizio 3

1. La funzione considerata & chiaramente continua in R*\ {(1,1)}, in quanto & composizione, somma e
rapporto di funzioni continue, con il denominatore mai nullo. Per studiarne la continuita nel punto
(1,1), procediamo attraverso la definizione. Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per
la funzione t + sint, con t = 4(z — 1)3 e passando alle coordinate polari centrate in (1,1), otteniamo

4(x —1)3 403 cos3 0
lim  f(z,y)= lim (i ) 5 +2= lim %
(z,y)—(1,1) (zy)—11) (x—1)2+ (y - 1) p—0t  p

+2= lim 4pcos®d+2=2
p—0F

indipendentemente da 6. Poiché f(1,1) = 2, la funzione f risulta continua anche in (1,1) e quindi

f € CO(R?).



2. Derivate parziali:

af 1 (sindt3® + 242 . sin4t?
eo0) = iy 7 (S - 2) =y S
13 1/0+2t2

O 11y —tim L (225 _9) g

a’y t—0 ¢ t2

Quindi si ha Vf(1,1) = (4,0).
3. Per quanto riguarda la differenziabilita, facendo prima uno sviluppo di Taylor al terzo ordine per la
funzione ¢ — sint, con t = 4h® e poi passando in coordinate polari, centrate nell’origine, si ottiene

i 1 sin(4h3) _ 4h® + 564h° — An® — 4hk?
(h)—(0,0) VA2 + k2 \ h? 4 k2 = k) (0.0) (h2 + k2)3/2
. %hg — 4hk? . —4p3cosh sin? 6§ + %pg cos? @
= lim “5——5%75 = lim 0,
(h,k)—(0,0) (h2 + k2)3/2 =0+ p3

quindi f non & differenziabile in (1,1).

Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione ¢ — log(1+t), con t = 2z, e lo sviluppo
al terzo ordine per la funzione t — sin x, otteniamo

422 8a®
log(1 + 2x) = 22 — % + % + o(x?)
2 3
2sinx:2x—%+o(x4)

da cui

42?2 8a® 23
f(z) = log(1422) —2sinz + 222 = (233 - % + % +0(Jc3)> - (295 - % + 0(1‘4)) +22% = 32 +o(2?).

Quindi la funzione assegnata & un infinitesimo del terzo ordine per z — 0.

Esercizio 5
La funzione integranda & continua su tutto Uintervallo (0,+00), per ogni o € R; pertanto, per stabilire il
comportamento dell’integrale proposto dobbiamo studiare l'integranda in un intorno destro di 0 ed in un
intorno di +o0. In U(0") otteniamo

PN CETGRNS LA C
= V24t V2 2

In U(400) otteniamo

V243 2% 1
f(x) = Vet ~ = che ¢ integrabile se e solo se 1 — a > 1, ovvero per o < 0.

V2 + 2t x?  glee

Concludendo, l'integrale improprio proposto esiste finito se e solo se —1 < a < 0.

che e integrabile se e solo se —a < 1, ovvero per a > —1.

Esercizio 6

a) L’affermazione & corretta, infatti se f”(z) < 0 per ogni = € R, si ha che f’ & una funzione strettamente
decrescente e quindi puo attraversare ’asse x al piti una volta.

b) L’affermazione & corretta, infatti f'(—1) = f/(2) = 0 e, come conseguenza della concavita, f' & decres-
cente. Quindi f/(z) = 0 per ogni z € [—1,2], ovvero f & costante in [—1,2].

c) L’affermazione & errata, basta prendere f(z) = —e®, che & concava (f”(x) = —e® < 0) e sempre
strettamente decrescente.

d) L’affermazione ¢ corretta, infatti se f/(—1) > 0 ed f/(0) < 0, per il teorema degli zeri deve esistere un
punto zps € (—1,0) in cui f'(zpr) = 0. Essendo f concava, il punto stazionario x,; & un massimo.

4



SOLUZIONI COMPITO C

Esercizio 1
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢t +— sint, con t = 1 — cos(1/n), ed al secondo ordine per la
funzione t — cost, con t = 1/n, si ottiene:

- 1 1 1 4
" nbsin? (1—cosi) ps (1= cos 1)2 n6 L~ p2-

n n

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente maggiore di
1, la serie proposta converge.

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione a variabili separabili che ha come soluzioni singolari
y(x) = 3 e y(x) = —1. Per determinare le altre soluzioni di tale equazione, procediamo per separazione
di variabili, ottenendo

4 1 1
7@:/@ — / dy— | —— dy=a+C
/(y+1)(y—3) y—3 y+1

_3 N N
= logL:x+C = (Ce” CeR
y+1 y+1
Pertanto l'integrale generale sara dato da y(z) = ffgzz . Osserviamo che per C' = 0 si riottiene la
soluzione singolare y(z) = 3, mentre per nessun valore di C si recupera la soluzione singolare y(z) = —1.
2. Imponendo la condizione iniziale, si ricava
3+C 5 A-3
>\ = 0 = = — C = —_—
vO=1"¢ A1

Quindi, per ogni A € R, otteniamo che la soluzione cercata ¢ data da

30+ 1) + (A — 3)e”

S WG § W
Osserviamo che per A = 3 si riottiene la soluzione singolare y(x) = 3, mentre per A = —1 si recupera la
soluzione singolare y(z) = —1.
3. Infine otteniamo
1 =1 - { ;
m (@) = Mm ST e 3 seA=3.

Esercizio 3

1. La funzione considerata ¢ chiaramente continua in R? \ {(1,0)}, in quanto ¢ composizione, somma e
rapporto di funzioni continue, con il denominatore mai nullo. Per studiarne la continuita nel punto
(1,0), procediamo attraverso la definizione. Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per
la funzione t + sint, con t = 3(z — 1)3 e passando alle coordinate polari centrate in (1,0), otteniamo

—1)3 3 30
lim  f(z,y) = 3z —1) +2= lim 3p7cos’d

- i ol 2= lim 3 394+2=2
(z.9)—(1,0) (z.y)—(1,0) (x — 1)2 4+ ¢ p—0+t  p? * pmprt 2P C *

indipendentemente da 6. Poiché f(1,0) = 2, la funzione f risulta continua anche in (1,0) e quindi

f € CO(R?).



2. Derivate parziali:

1 : 3 22 : 3
6f(170):hm<sm3t 2 —2):}imsm,gt -3

ox t—0 t 12 -0 3
of 1 /0+2¢2

Quindi si ha Vf(1,0) = (3,0).
3. Per quanto riguarda la differenziabilita, facendo prima uno sviluppo di Taylor al terzo ordine per la
funzione ¢ + sint, con t = 3h3 e poi passando in coordinate polari, centrate nell’origine, si ottiene

i 1 sin(3h3) _ oy 3h3 + 3;27h? — 3h® — 3hk?
(h)—(0.0) VIZ + k2 \ B2 + &2 = b (0.0) (h2 + k2)3/2
.2
_ g 2SR St cosOsin®0 4 5ptcos? 40
(h,k)—(0,0) (R2 4+ k2)3/2  pS0+ PE

quindi f non ¢ differenziabile in (1, 0).

Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo al terzo ordine per la funzione t — sint, con t = 2z, e lo sviluppo di Mc Laurin al
terzo ordine per la funzione ¢t — log(1 + z), otteniamo

8 3
sin 2z = 2x — % + o(x*)

222 223
210g(1+x):2x—%+%+0(x3)
da cui

#(z) = sin(22) — 2log(1+2)—2* = (m: N o<x4>) - (2x e o(xff)) 2= 9 o(a).

Quindi la funzione assegnata & un infinitesimo del terzo ordine per z — 0%.

Esercizio 5
La funzione integranda € continua su tutto Uintervallo (0,+00), per ogni o € R; pertanto, per stabilire il
comportamento dell’integrale proposto dobbiamo studiare l'integranda in un intorno destro di 0 ed in un
intorno di +o0. In U(0") otteniamo
o / «
flx) = evlte ~2 = = é che ¢ integrabile se e solo se —a < 1, ovvero per a > —1.
V2+ab V2 V2ae

In U(+400) otteniamo

1+ zoxt/2 _ 1
V2t a0 Y7 Sy

che ¢ integrabile se e solo se 5/4 —1/2 — a > 1, ovvero per a < —1/4.

fx) =

Concludendo, I'integrale improprio proposto esiste finito se e solo se —1 < a < —1/4.

Esercizio 6

a) L’affermazione & corretta, infatti f/(—1) = f/(2) = 0 e, come conseguenza della concavita, f’ & decres-
cente. Quindi f'(x) = 0 per ogni x € [—1,2], ovvero f & costante in [—1, 2].

b) L’affermazione & corretta, infatti se f”(z) < 0 per ogni z € R, si ha che f’ & una funzione strettamente
decrescente e quindi puo attraversare ’asse = al piu una volta.

¢) L’affermazione & corretta, infatti se f'(—1) > 0 ed f/(0) < 0, per il teorema degli zeri deve esistere un
punto zp € (—1,0) in cui f/'(zp) = 0. Essendo f concava, il punto stazionario xy; ¢ un massimo.

d) L’affermazione ¢ errata, basta prendere f(x) = —e®, che & concava (f”(x) = —e® < 0) e sempre
strettamente decrescente.



SOLUZIONI COMPITO D

Esercizio 1
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione t + cost, con ¢t = exp(1/4/n) — 1, ed al primo ordine per la
funzione t — e, con t = 1/4/n, si ottiene:

1 1 12
n\/ﬁ{l—cos [exp (ﬁ) — 1}} - n/n [exp(L)-1]" - gV

2

Qg 1—

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente minore di 1,
la serie proposta diverge.

Esercizio 2
1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione a variabili separabili che ha come soluzioni singolari

y(z) =1 e y(x) = —2. Per determinare le altre soluzioni di tale equazione, procediamo per separazione
di variabili, ottenendo
3 1 1
7dy:/d;z: = 7dy—/7dy:x+0
/(y—l)(y+2) y—1 y+2
1 S .
= logL:x+C = Y= _ e CeR.
y+2 Y+ 2

Pertanto 'integrale generale sara dato da y(z) = % Osserviamo che per C' = 0 si riottiene la

soluzione singolare y(x) = 1, mentre per nessun valore di C' si recupera la soluzione singolare y(x) = —2.
2. Imponendo la condizione iniziale, si ricava

1+2C O |
)\: = — = —\
vO0) =7—7 = =3

Quindi, per ogni A € R, otteniamo che la soluzione cercata ¢ data da

(o) = A 2+20— Der
Xr) = .
& At2— (A—1)e*

Osserviamo che per A = 1 si riottiene la soluzione singolare y(z) = 1, mentre per A = —2 si recupera la
soluzione singolare y(z) = —2.
3. Infine otteniamo

lim (r) = lim )‘+2+2<)‘_1)ex:{—2 se A # 1,
a:—»—i—ooy)‘ z——+00 )\+2f(/\71)er 1 se \ = 1.

Esercizio 3

1. La funzione considerata & chiaramente continua in R\ {(0,—1)}, in quanto ¢ composizione, somma
e rapporto di funzioni continue, con il denominatore mai nullo. Per studiarne la continuita nel punto
(0, —1), procediamo attraverso la definizione. Utilizzando lo sviluppo di Mc¢ Laurin al primo ordine per
la funzione t + e, con t = 3(y + 1) e passando alle coordinate polari centrate in (0, —1), otteniamo

13 3 i3
lm flay) = WAL 4y gy, 37S00

= im B A +1= lim 3psin®0+1=1
(@,5)—(0,~1) (@)—(0,-1) 22 + (y + 1) gm0t p2 oo 2P

indipendentemente da 6. Poiché f(0,—1) = 1, la funzione f risulta continua anche in (0, —1) e quindi

f € CO(R?).



2. Derivate parziali:

oz 150 ¢ 2

1 3t3 1 t2 3t3 -1
g((),fl):hmf ¢ i —1) =1lim S =3
8:[/ t—0 t2 t—0 t3

Quindi si ha V f(0,—1) = (0, 3).
3. Per quanto riguarda la differenziabilita, facendo prima uno sviluppo di Taylor al secondo ordine per la
funzione ¢ +— e’, con t = 3k3 e poi passando in coordinate polari, centrate nell’origine, si ottiene

1 <e3k'3 —1 ) _ 3K3 4+ 1okS — 3p2k — 3k3
= 1
)

lim

li _
(h»k)l—'m(O,O) VhZ+ k2 \ R+ k2 2.(0,0) (h? + k2)3/2
. . - 6
R, 2kS — 3h,2k . —3p° cos? @sin 6 + 8 sin® 0 L0,
(h,k)—(0,0) (h2 4+ k2)3/2  pSo+ p?

quindi f non ¢ differenziabile in (0, —1).

Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione ¢ — e, con t = —z/4, e lo sviluppo
al quarto ordine per la funzione t — cost, con ¢t = /2 /2, otteniamo
2

—x/4_q_ T T 2
e 1 4+32+0(x)

2
—1- 24 4 o(a? V)

x
cosy /=
2 4 44

da cui
2

f(sv)e‘”/“cos\/z (IZ+§;+0(1’2)> - <1Z+ZZ+0($2\/§)) :Z—8+o(x2)-

Quindi la funzione assegnata & un infinitesimo del secondo ordine per x — 07.

Esercizio 5
La funzione integranda & continua su tutto Uintervallo (0,400), per ogni a € R; pertanto, per stabilire il
comportamento dell’integrale proposto dobbiamo studiare 'integranda in un intorno destro di 0 ed in un
intorno di +o0. In U(0") otteniamo

V2+x V2
xo/3+ 2t Y3aze

che e integrabile se e solo se a < 1.

fz) =

In U(400) otteniamo

VTrE et

2o /31 ot ™ pagA/3 T pata/3—1/4
che ¢ integrabile se e solo se &« +4/3 —1/4 > 1, ovvero per o > —1/(12).

fz) =

Concludendo, l'integrale improprio proposto esiste finito se e solo se —1/(12) < a < 1.

Esercizio 6

a) L’affermazione & corretta, infatti se f'(0) < 0 ed f'(1) > 0, per il teorema degli zeri deve esistere un
punto x,, € (0,1) in cui f'(z,,) = 0. Essendo f convessa, il punto stazionario z,, &€ un minimo.

b) L’affermazione & corretta, infatti se f”(z) > 0 per ogni z € R, si ha che f’ & una funzione strettamente
crescente e quindi puo attraversare ’asse x al pilt una volta.

¢) L’affermazione & corretta, infatti f/(0) = f’(1) = 0 e, come conseguenza della convessita, f’ & crescente.
Quindi f/(z) = 0 per ogni = € [0, 1], ovvero f & costante in [0, 1].

d) L’affermazione ¢ errata, basta prendere f(z) = e, che & convessa (f”(z) = e* > 0) e sempre stretta-
mente crescente.



