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Esercizio 1. Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R4:

U = {X =


x1

x2

x3

x4

 |x1 + 2x2 + 3x4 = 0, x3 − 2x4 = 0}, W =

〈
1
1
−2
−1

 ,


1
0
0
1


〉

1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R4.

2. Trovare una base di U .

3. Trovare una base di U ∩W .

4. Trovare una base di U +W .
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Esercizio 2. Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R3:

U =

X =

 x1

x2

x3

 |x1 + 2x2 + 3x3 = 1

 , W = 〈e1 + e3〉.

1. Dimostrare che U è un sottospazio affine di R3 esibendo un sottospazio
vettoriale U0 ed un vettore v tale che U = v + U0.

2. Calcolare la dimensione di U .

3. Determinare se U sia un punto, una retta, un piano o tutto lo spazio.

4. Determinare U ∩W .
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Esercizio 3. Siano V uno spazio vettoriale e B = {v1, v2, v3} un insieme
linearmente indipendente di vettori di V . Sia U = 〈B〉. Consideriamo i
seguenti vettori di U :

z1 = 2v1 − v3, z2 = 2v2 + v3.

1. Dimostrare che {z1, z2} è linearmente indipendente.

2. Trovare due indici distinti i1 e i2 tali che U = 〈B \{vi1 , vi2}∪{z1, z2}〉.

3. Trovare un indice i tale che {z1, z2, vi} è linearmente indipendente.
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Esercizio 4. Di ognuno dei seguenti sottoinsiemi B dell’opportuno spazio
vettoriale, stabilre se forma una base e nel caso la formi, calcolare FB(v)
ed F−1B (X). (Si ricordi che FB : V → Rn è la funzione “coordinate” nella
base B = {v1, · · · , vn}. Abbiamo dimostrato che tale funzione è iniettiva
e suriettiva, quindi invertibile. L’inversa F−1B : Rn → V associa ad X =
(x1, · · · , xn)

t ∈ Rn il vettore x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn ∈ V .)

1. B = {
(

1
1

)
,

(
1
−1

)
} ⊂ R2, v =

(
2
−3

)
, X = e1 =

(
1
0

)
.

2. B = {1 + x, 1− x} ⊂ R[x]≤1, v = 2, X =

(
1
1

)
.

3. Sia V = 〈v1, v2, v3〉 uno spazio vettoriale di dimensione 3 generato da
tre vettori v1, v2, v3. Si considerino:

B = {v1 + v2, v2 + v3, v3} ⊂ V , v = v1, X = e1 =

(
1
0

)
.
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Esercizio 5. Sia L : V → W un’applicazione lineare.

1. Cosa vuol dire che L è lineare? (Dare la definizione.)

2. Dimostrare che se L è iniettiva e B = {v1, v2, v3} ⊂ V è linearmente
indipendente, allora anche L(B) = {L(v1), L(v2), L(v3)} ⊂ W è linear-
mente indipendente. Generalizzare ad un insieme linearmente indipen-
dente B con un numero k arbitrario di elementi.

3. Dimostrare che se U ⊆ V è un sottospazio vettoriale, allora L(U) =
{L(u)|u ∈ U} ⊆ W è un sottospazio vettoriale.

4. Dimostrare che se B = {v1, · · · , vn} è una base di V ed L è lineare,
iniettiva e suriettiva, allora L(B) è una base di W .
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