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Esercizio 1. Per ognuna delle seguenti matrici A determinare equazioni
cartesiane di Col(A):

1. A =

(
1 1
2 2

)
;

2. A =

 1
2

−1

;

3. A =

 1 1
2 3

−1 2

;

4. A =


1 1
1 0

−1 2
−2 5

;

5. A =


1 1 0
1 0 1

−1 2 2
−2 5 −1

.
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Esercizio 2. • Trovare la forma parametrica e cartesiana dei seguenti
sottospazi affini di R2

1. la retta passante per il punto P = (1, 1)t e parallela alla retta di
equazione 2x+ 3y = 5;

2. i punti R della retta 2x − y = 4 tali che il triangolo di vertici
P = (1, 1)t, Q = (1, 0)t ed R abbia area uguale a 2;

3. la retta passante per i punti P1 = (2,−3)t e P2 = (2, 5)t;

4. la retta passante per i punti P1 = (2, 3)t e P2 = (1, 4)t;

• Determinare la posizione reciproca delle seguenti rette di R2 (senza
cambiare la loro forma):

1. r1 : 2x+ 3y = 1 e r2 : 2x− 3y = 1;

2. r1 : x+ y = 2 e r2 = (−2, 2)t + ⟨(4,−1)t⟩;
3. r1 = (1, 2)t + ⟨(1, 2)t⟩ e r2 = (1,−1)t + ⟨(2,−3)t⟩.
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Esercizio 3. Siano P1, P2, P3 ∈ R2 3 punti non allineati tali che l’area del
triangolo T = P1P2P3 sia 1.

1. Determinare la forma parametrica delle rette contenenti i lati del tri-
angolo P1P2P3.

2. Calcolare le coordinate dei punti Q1, Q2 e Q3 del triangolo T definiti
come segue: Q1 è sul lato P2P3 in modo che il vettore P2 − Q1 sia il
doppio del vettore Q1−P3, Q2 è sul lato P3P1 in modo che P3−Q2 sia
il doppio del vettore Q2 −P1 e Q3 è sul lato P1P2 in modo che Q3 −P1

sia il doppio di P2 −Q3.

3. Calcolare l’area del triangolo Q1Q2Q3.

4. Determinare la forma parametrica delle rette r1 per P1 e Q1, r2 per P2

e Q2 e r3 per P3 e Q3.

5. Calcolare le coordinate dei punti X1 = r2∩r3, X2 = r3∩r1, X3 = r1∩r2.

6. Calcolare l’area del triangolo X1X2X3.
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Esercizio 4. Studiare la posizione reciproca delle seguenti coppie di sot-
tospazi affini di R3 (senza cambiare la loro forma):

• 1. π1 =

 1
2
−1

+ ⟨

 2
−1
3

 ,

 1
1
2

⟩, π2 : 2x+ 3y + z = 1;

2. r =

 1
1
−1

+ ⟨

 1
−1
3

⟩, π2 : 2x+ 3y − z = −1;

3. r1 :

{
2x+ y − z = 2
x+ y + 3z = 3

; r2 =

 1
1
−1

+ ⟨

 1
−1
3

⟩.

• Trovare la forma parametrica e cartesiana dei seguenti sottospazi affini
di R3

1. il piano passante per i tre punti P1 = (1, 1, 1)t, P2 = (−2, 3, 4)t e
P3 = (2, 2, 3)t;

2. il piano passante per il punto P = (1, 1, 1)t e parallelo al piano di
equazione x+ y + z = 1;

3. la retta che giace sia nel piano x + y + z = 2 che nel piano x +
2y + 3z = 2.

4. il piano che contiene la retta

{
x+ 2y − 1z = 2
x− 3y + 4z = 1

ed il punto Q =

(1, 2, 3)t.

• Dimostrare che le due rette

r1 =

 1
2
−1

+ ⟨

 2
−1
3

⟩; r2 :

{
2x+ y − z = 2
x+ y + 3z = 3

sono sghembe e trovare equazioni parametriche e cartesiane del piano
passante per r2 e parallelo ad r1.
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Esercizio 5. Dimostrare la seguente affermazione, vista a lezione nel caso
del piano e dello spazio: Siano U : AX = b un sottospazio affine di Rn in
forma cartesiana e sia W = Y0 + ⟨w1, · · · , wh⟩ un sottospazio affine di Rn di
dimensione h scritto in forma parametrica. Dimostrare che

U ∩W ̸= ∅ ks +3 rg((Aw1| · · · |Awh)) = rg((Aw1| · · · |Awh|b− AY0))
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Esercizio 6. Siano r e π una retta ed un piano di R3, rispettivamente.

1. Supponiamo che r = X0+ ⟨v⟩ e π : ax+ by+ cz = d. Sia Aπ = (a, b, c).
Riempire la seguente tabella con le condizioni di posizione reciproca e
dare condizioni per trovare l’unico punto di intersezione P0 nel caso vi
sia:

Posizione reciproca Aπv rg(Aπv|d− AπX0)

r ⊂ π

r||π

r ∩ π = {P0}

2. Supponiamo che r = X0+⟨v⟩ e π = Y0+⟨w1, w2⟩. Riempire la seguente
tabella con le condizioni di posizione reciproca e dare condizioni per
trovare l’unico punto di intersezione P0 nel caso vi sia:

Posizione reciproca det(v|w1|w2) rg(v|w1|w2|X0 − Y0)

r ⊂ π

r||π

r ∩ π = {P0}
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3. Supponiamo che r :

{
ax+ by + cz = d
a′x+ b′y + c′z = d′

e π = Y0 + ⟨w1, w2⟩. Poni-

amo Ar =

(
a b c
a′ b′ c′

)
e b =

(
d
d′

)
. Riempire la seguente tabella

con le condizioni di posizione reciproca e dare condizioni per trovare
l’unico punto di intersezione P0 nel caso vi sia:

Posizione
reciproca

det(Ar(w1|w2)) rg(Ar(w1|w2)|b− ArY0)

r ⊂ π

r||π

r ∩ π = {P0}

4. Supponiamo che r :

{
ax+ by + cz = d
a′x+ b′y + c′z = d′

e π : αx + βy + γz = d.

Siano Ar =

(
a b c
a′ b′ c′

)
, b =

(
d
d′

)
e Aπ = (α, β, γ). Riempire

la seguente tabella con le condizioni di posizione reciproca e dare con-
dizioni per trovare l’unico punto di intersezione P0 nel caso vi sia:
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Posizione
reciproca

det

(
Ar

Aπ

)
rg

(
Ar b
Aπ d

)

r ⊂ π

r||π

r ∩ π = {P0}


