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Allaricercadi triangoli equilateri con Cabri (Parte seconda)

Giuseppe Accascina
Giovanni Margiotta

Riassunto Proponiamo I'uso di Cabri in un'attivita di Problem Posing e Problem
Solving ndla quale gli studenti dovrebbero essere in grado di scoprire autonomamen
te (con un piccolo aiuto de loro insegnanti) acune proprigta de triangali. In questa
seconda parte andizziamo le proprieta delle circonferenze di Fermat e del punto di

Fermat.

Abstract We propose the use of Cabri in a Problem Posing ad Problem Solving
activity which should make the students able to find themsdves (with alittle help from
their teacher) some properties of the triangles. In this second part we andize proper-
ties of the Fermat Circles and of the Fermat Point.
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Nella prima parte del nostro articolo abbiamo proposto un' attivita di esplorazione
della geometria con Cabri organizzata in modo tale che sano gli sess studenti (con
un piccolo auto del loro insegnanti) a scoprire e dmostrare dcune proprieta del
triangali.

Abbiamo suddiviso il lavoro in singole schede, che iniziano con o sviluppo del
problema assegnato nella scheda precedente e terminano con |’ assegnazione di un
nuovo problema. Abbiamo inserito nelle note i commenti didattici riservati d docente.

Da gti:

http://mww.irrsae.lazio.it/matemalsoftware/cabri/cabri.html

http:/Aww.dmmm.uniromal.it/persone/accascina

S possono scaricare le schede fornibili direttamente agli sudenti ei file di tutte le figu-
re.

Le schede sono gate sperimentate in un laboratorio nell’ambito della Scuola di
Specializzazione dl’ Insegnamento Secondario (SSIS) dd Lazio nd corso di cinque
sessioni di due ore I’'una. Ogni coppia di specidizzandi, per lamaggior parte lauresti
in Matemdtica, aveva a digposizione un cacolaore su cui erainddlato Cabri Géo-
métre |1 e poteva liberamente scambiare opinioni con le atre coppie.

Siamo ddl’idea che questo percorso di esplorazione Sa proponibile anche a stu-
denti di Scuola Secondaria Superiore che conoscano la geometria euclidea piana.

L’ equiparazione di laureati in matematica con studenti della scuola secondaria puo
gpparire sorprendente. In effetti I'esperienza di insegnamento di entrambi gli autori
ndla SSIS e di uno dei due autori in un liceo scientifico ¢ faipotizzare che le compe-
tenze del duetipi di sudenti Siano purtroppo equiparabili.

Facendo uso unicamente degli srumenti riconducibili dl’uso ddla riga (non gra-
duata) e del compasso, abbiamo dl'inizio effettuato con Cabri semplici costruzioni
qudi un triangolo equilatero di lato assegnato (proposzione 1 dd libro 1 degli Ele-
menti di Euclide), I’asse di un segmento (proposizione 10 del libro 1), la retta passan
te per un punto assegnato perpendicolare ad una retta assegnata (proposizioni 11 e
12 dd libro 1), la circonferenza circoscritta ad un triangolo (proposizione 5 dd libro
4). Per ognuna di queste costruzioni abbiamo creato, quando necessario, le macro
per Cabri.

Abbiamo poi iniziato ad esplorare acune proprieta ddl triangolo equilatero e ddla
circonferenza ad circoscritta



PROGETTO ALICE 2002- 11l - vol.Ill - n°9 G. Accascina, G. Margiotta

385

In particolare abbiamo prima osservato e poi dimodtrato il seguente teorema
(manteniamo la numerazione della prima parte ddll’ articol0):

2.6 Teorema. Dato un triangolo equilatero ABC, sia c la circonferenza ad
circoscritta e sia P un punto appartenente all’ arco della circonferenza c di
estremi A e B non contenente C, allora:

PC=PA +PB

3. Lecirconferenze di Fermat (continua)

Abbiamo poi esaminato il seguente problema:

Problema 3.2

Dato un triangolo ABC, costruire sul lato AB il
triangolo equilatero ABR esterno al triangolo e
la circonferenza cl ad esso circoscritta; ripete-
re la stessa operazione sul lato BC e sul lato
AC. Si ottengono i triangoli equilateri BCP e ACQ
e le circonferenze c2 e c3 ad essi circoscritte.
Dimostrare chele tre circonferenze, dette circon-
ferenze di Fermat, si intersecano in un punto.




386 G. Accascina, G. Margiotta 2002 -1l - val. 1l - n°9 PROGETTO ALICE

Figura 3 1

Una possibile dimogtrazione consste nd condderare le circonferenze cl e c2. Es-
Se d intersecano in un punto B ein un punto che chiamiamo F.

FHgura 3 2
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Vogliamo dimodtrare che il punto F appartiene ala circonferenza c3 passante per
A C eQ. In dtre parole vogliamo dimogtrare che il quadrilatero FCQA e inscrivibile
in unadrconferenza

| punti F e Q 9 trovano su semipiani differenti rispetto dla retta passante per A e
C. Pertanto, per dimostrare quel che vogliamo, dobbiamo dimostrare che I'angolo
AFC misura 120° (ricordiamo che I'angolo AQC ad opposto misura 60°). In
effetti I’angolo AFC misura 120° perché gli angoli AFB e BFC, essendo supplemen
tari di angoli di 60°, misurano 120°.

Abbiamo concluso la prima parte dell’ articolo con il seguente problema:

Problema 3.3

Cosa possianmp dedurre da tutto cio0?

A prima vida appare che abbiamo dimostrato cio che volevamo: e tre circonfe-
renze di Fermat S intersecano in un puntol. Ma riguardiamo con attenzione la nostra
dimogirazione.

Essa g basa aul fatto che gli angoli AFB e BFC misurano 120° echei punti Fe Q
S trovano su semipiani differenti rispetto ala retta passante per A e C. Cio Scura
mente avviene quando F einterno d triangolo ABC.

Abbiamo pertanto dimostrato il seguente:

Teorema 3.2i (il ambolo “i” da per “interno”). Seil punto F, punto di interse-
zione di cl e c2 distinto da B, einterno al triangolo ABC, allora appartiene
alla circonferenza c3. Le tre circonferenze di Fermat s intersecano quindi in un
punto.

Mail punto F &€ sempre interno d triangolo ABC?

Andizziamo cio con Cabri. Variamo il triangolo ABC apartireddlaFigura 3 2,
dopo aver disegnato il triangolo AQC e la circonferenza c3.

Ci conviene fissare una volta per tutte i vertici A e B e un punto R tde cheiil trian
golo ABR sa equilatero. Anche la circonferenza cl e pertanto fissata 1l punto C e
invece libero di muovers. DA momento che i punti C e R devono appartenere, per
cosruzione, a semipiani differenti rispetto dla retta passante per A e B, facciamo
muovere il punto C nd semipiano delimitato dalla retta passante per A e B non con

1 Commenti didattici. In effetti questa & statala prima risposta degli studenti dellaSSIS.
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tenente il punto R. Muovendo il punto C in tale semipiano notiamo cheil punto F pud
essere 0 interno 0 esterno a triangolo o appartenere a suo bordo?.

Figura 3 3a Figura 3 3b

Figura_3 3c

2 Commenti didattici. In questo caso I'uso di Cabri ci & stato molto utile per capire che non
sempreil punto F &interno al triangolo.
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Figura 3 3f

Per rendere piul intdligibili la Figura 3 3c e la Figura 3 3f il ssgmento AB €
stato ingrandito.

Non abbiamo pertanto dimostrato completamente il nosiro teorema. Dobbiamo
dimostrare che il punto F gppartiene dla circonferenza c3 anche quando non é
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interno d triangolo.
Ma quando avviene cio?

Problema 3.4

La posizione del punto F rispetto al triangolo
ABC di pende dal |’ anpi ezza degli angoli del trian-
gol 0? I n che npdo?

Facciamoci alutare ancora unavoltada Cabri.
Misuriamo I'ampiezza del tre angoli del triangolo ABC:

misuriamo con lo srumento Misura dell’ angolo gli angoli ABC, BCA e CAB
Muoviamo il punto C. Otteniamo essenzidmente i seguenti casi:
A) tutti gli angoli sono del triangolo sono minori di 120° (Figura_3_2): il pur
to F einterno d triangolo;
B) un angolo &€ maggiore di 120: (Figura 3 3a, 3 3b, 3 3c¢)il puntoFée-
sterno d triangolo;
C) un angolo e ugude a 120° (Figura 3 3d, 3 3e, 3_3f): il punto F &€ uno
de vertici dd triangolo.
La dimogtrazione di A) non € cosi semplice come puo apparire a prima vida. La

omettiamos. Una volta dato per buono A), possamo Sfruttare il teorema 3.2i e otte-
nereil seguente;

Teorema 3.4i . Segli angoli del triangolo ABC sono tutti minori di 120°, al-
lora letre circonferenze di Fermat s intersecano in un punto F interno al trian-
golo ABC.

Passamo d caso B). Congderiamo il caso in cui I'angolo ABC e maggiore di
120° (Figura_3_3a). Ddlafigura appare che:
b1) il punto F eil punto R gppartengono alo stesso semipiano delimitato dalla
retta passante per A e B;
b2) il punto F eil punto P appartengono alo stesso semipiano delimitato dalla

3 Commenti didattici. Secondo noi la dimostrazione non & alla portata degli studenti. Per questa

ragione la omettiamo. In ogni caso bisognafar ben capire agli studenti che la dimostrazione, pur
esistente, viene omessa.
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retta passante per B e C;

b3) il punto F eil punto Q appartengono adiverd semipiani ddimitati dalaret-
ta passante per A e C;

b4) gli angoli AFB e BFC sono contigui.

Anche in questo caso omettiamo la dimostrazione di queste quattro proprieter.
Sfruttando queste quattro proprieta la dimostrazione € analoga a qudlavigand
caso A): da bl) e b2) segue che gli angoli AFB e BFC sono ugudi a 60°; da b4)
segue che I'angolo AFC € uguae a 120°; da b3) segue che il quadrilatero AFCQ e
inscrivibile in unacirconferenza e quindi il punto F appartiene ala circonfererza c3.
Abbiamo dimostrato quel che volevamo in un caso.

Dobbiamo esaminare ancora due cas®.

Condderiamo orail caso in cui I'angolo CAB é maggiore a 120° (Figura_3_3b).
Le proprieta bl), b2), b3), b4) non sono piu verificate.

Tentiamo pero di procedere in modo andogo a caso precedente. Dobbiamo di-
mogtrare che il quadrilatero ACQF einscrivibile in una circonferenza.

L"angolo ACQ misura 60°.

Dobbiamo quindi dimostrare che I’angolo QFA misura 120°. La dimostrazione di
cio non é affato semplice. Ritorneremo tra poco su questo caso.

Andizziamo il caso in cui I'angolo BCA misurapiu di 120° (Figura_3_3c).

Procedendo in modo anadlogo a due cas precedenti ¢i rendiamo conto che dob-
biamo dimostrare che I"angolo CFQ misura 120°. Anche in questo caso ladimostra-
zione non e afatto semplice.

Bene, samo dati in grado di dimostrare qud che volevamo solo in uno de tre ca-
g6.

Osserviamo di nuovo le nogtre tre dimostrazioni.

In tutti e tre i cas abiamo che uno degli angoli del triangolo originario misurapiu
di 120° gradi.

4 Commenti didattici. Vale cid che & stato detto nella nota precedente.

5 Commenti didattici. Gli studenti non amano studiare situazioni, a loro parere, ripetitive. Con-
viene percio suddividere gli studenti in tre gruppi ed assegnare ad ognuno di essi uno dei tre
casi.

6 Commenti didattici. La situazione dal punto di vista didattico & interessante: solo uno dei tre
gruppi €in grado di dare una dimostrazione.
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Samo dti in grado di dimodrareil teoremasolo ndl casoin cui I'angolo di misura
maggiore di 120° havertice nd punto di intersezione B delle due circonferenze.

Ricordiamo che noi abbiamo fissato due delle tre circonferenze di Fermat a priori.

Modifichiamo dlora leggermente la nostra dimosirazione scegliendo le due circon
ferenze di Fermat che g intersecano nel vertice ddl’angolo di msura maggiore di
120° e dimostrando poi che il loro ulteriore punto F di intersezione gppartiene dla
terza circonferenza di Fermat.

Pit esplicitamente, nd caso in cui I'angolo di misura maggiore di 120° € I'angolo
BAC, consderiamo le circonferenze cl e c3 che g intersecano in A ein F e mostria
mo che il punto F gppartiene dla circonferenza c2 passante per B, C e P.

Figura 3 4

Nel casoin cui I'angolo di misuramaggiore di 120° e1’angolo BCA, corsideriamo
le circonferenze c2 e c3 che d intersecano il C e in F e mogriamo cheil punto F gp-
partiene ala circonferenza cl passante per A, B, eR.

Ra—
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Figura 3 4a
Owiamente ladimostrazione nel tre cad €identica’.
Abbiamo dimostrato quindi il seguente:

Teorema 3.4e ("€ daper “esterno”). Se uno degli angoli del triangolo ABC e
maggiore di 120°, allora letre circonferenze di Fermat si intersecano in un pun-
to F esterno al triangolo ABC.

Passamo d caso C) in cui un angolo e uguae a 120°.

Problema 3.5

Di segnare un triangolo avente un angolo di m-
sura uguale a 120° e dinobstrare o confutare che
le circonferenze di Fermat si intersecano in un
punt o.

Per disegnare un tae triangolo, disegniamo innanzitutto uno dei lati adiacenti il ver-
tice ddl’angolo di misurauguae a 120°.

Chiamiamo B tde vertice e A I’ dtro estremo dd |ato.

Vogliamo determinare il vertice C in modo tale che I'angolo ABC misuri 120°.

Per far cio riprendiamo laFigura 3 2:

cancelliamo il punto C ponendo il Puntatore sul punto C e premendo il tasto
Canc.

In tal modo vengono cancellate tutte le costruzioni fatte a partire dd punto C. Ri-
mangono solo il segmento AB, il triangolo ABR, la circonferenza ad circoscritta
eil suo centro.

Poiché I’angolo ABC deve misurare 120°, il punto C deve gppartenere dla semi-
retta della retta passante per R e B che é delimitata dal punto B e non contieneil pun-
toR.

7 Commenti didattici. Ci siamo dilungati su questo punto perché questo tipo di procedimento,
usuale per chi ha una certa esperienza in matematica, non viene di solito utilizzato da coloro che
non hanno una certa esperienza. Purtroppo nessuno degli studenti dellaSSIS ha proposto que-
sto procedimento.
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Per disegnarla abbiamo bisogno di un suo punto:

disegniamo il punto smmetrico R'di R rigpetto a B con il comando Simmetria
centrale;

disegniamo la semiretta s ddimitata da B passante per R’ con il comando Se-
mir etta;

disegniamo un punto C sulla semiretta s con il comando Punto su un oggetto;
disegniamo i ssgmenti BC e AC con il comando Segmento.

Ora nascondiamo (non cancelliamo) cio che non ¢i interessa piu vedere:
nascondiamo con il comando M ostra/Nascondi il punto R’ elasemirettas.
Muovendo il punto C otteniamo tutti i triangoli ABC aventi I'angolo ABC di 120°.

Disegniamo con lamacro Equilat_Circ_Circ il triangolo equilatero sul lato BC
gppartenente a semipiano opportuno; chiamiamo P il terzo punto dd triangolo
equilatero, c2 la circonferenzacircoscrittad triangolo BCP e O2 il suo centro.

Notiamo che ddlafigura gppare che le circonferenze c1 e ¢2 S intersecano nel so-

B

=Y

c2 C

Figura 3 5
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La dimostrazione di cio deriva dd fatto che, poiché I'angolo ABC misura 120°,
I’angolo O1BO2 misura 180°. | punti O1, B e O2 sono quindi alineati.

Le circonferenze cl e c2 sono pertanto tangenti in B dla retta passante per B per-
pendicolare alaretta passante per Ol e O2.

Il punto F coincide quindi coniil punto B.

Disegniamo con la macro Equilat_Circ _Circ il triangolo equilatero ACQ sul
lato AC appartenente d semipiano opportuno e la circonferenza c3 ad
circoscritta

Essa appare passare per F (Figura_3 5a).
La dimogtrazione di cio € semplice. Poiché I’angolo AFC = ABC misura 120°, il

quadrilatero AFCQ e inscritto in una circonferenza e quindi il punto F appartiene dla
circonferenza c3.

Figura 3 5 a
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Abbiamo dimogtrato quel che volevamo.
In definitiva abbiamo dimodtrato il seguente:

Teorema 3.3b (“b” sta per “bordo”). Se uno degli angoli del triangolo ABC e
uguale a 120°, allora le tre circonferenze di Fermat S intersecano nel vertice
dell’angolo uguale a 120°.

| teoremi 3.3i, 3.3, 3.3b possONo essere riassunti nel seguente:

Teorema 3.3. Le circonferenze di Fermat di un triangolo s intersecano in un
punto. Lo chiamiamo punto di Fermat.

E interessante notare le differenze tralaFigura 3 5aelaFigura 3 3d.

Abbiamo codtruito la Figura 3 5a in modo tae che I'angolo ABC sa dfettiva
mente di 120°. Nella Figura 3 3d invece abbiamo costruito dapprima un generico
triangolo ABC e poi, muovendo il vertice C, abbiamo fatto in modo cheil punto F s
goprossmi d punto B e quindi I'angolo ABC misuri gpprossmativamente 120°.

Anchela Figura 3 3e elaFigura 3 3f rappresentano triangoli aventi un angolo
di misura gppross mativamente uguae a 120°. Ci conviene sodtituirle con dissgni pre-
as.

Abbiamo visto come disegnare, a partire da un lato AB, un triangolo avente un
angolo adiacente ad uguae a120°.
Nella seguente figural’ angolo BAC misura 120°.
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Figura 3 5b

Rimane da consderare il caso in cui I'angolo BCA misura 120°.

Problema 3.6

Fi ssato un segnento AB, disegnare un triangolo
ABC avente |’ angolo BCA di m sura uguale a 120° e
di segnare le circonferenze di Fermat.

Per far cio riprendiamo laFigura 3 2:

cancdliamo il punto C ponendo il Puntatore sul punto C e premendo il tasto
Canc.

Rimane il ssgmento AB, il punto R e la circonferenza di Fermat c1. Vogliamo de-
terminare tutti i punti C appartenenti d semipiano ddimitato dalla retta passante per A
e B non contenente il punto R tai chel’angolo BCA misuri 120°.

Ingrandiamo il segmento AB per rendere piul leggibile lafigura

Notiamo che I'angolo ARB misura 60°. Il punto C deve quindi appartenere
al’ arco ddla circonferenza cl delimitato dai punti A e B non contenente R.

Per determinare tale arco dobbiamo determinare un suo punto.

Possiamo prendereil punto R smmetrico di R rispetto a O1.

Disegniamo il punto smmetrico di R rigpetto a O1 con il comando Simmetria
centrale; chiamianoloR’;
disegniamo I'arco s di circonferenza di estremi A e B passante per R' con il ao-
mando Arco di circonferenza;
nascondiamo con il comando M ostra/Nascondi il punto R’;
dissgniamo un punto, che chiamiamo C, sull’arco s con il comando Punto su un
0ggetto;

- disegniamo i ssgmenti BC e AC con il comando Segmento.

Muovendo il punto C otteniamo tutti i triangoli ABC aventi I'angolo BCA di 120°.

Disegniamo con la macro Equilat_Circ_Circ il triangolo equilatero sul lato BC
appartenente d semipiano opportuno;



398 G. Accascina, G. Margiotta 2002 -1l - val. 1l - n°9 PROGETTO ALICE

chiamiamo Pl terzo punto dd triangolo equilatero, c2 la circonferenza circoscritta
d triangolo BCP e O2 il suo centro.

C=F

Figura 3 6

Notiamo che ddla figura appare che le circonferenze cl e c2 S intersecano nel
punto B e nd punto C. La dimogtrazione di cio e implicita nella costruzione che ab-
biamo fatto dd punto C. Il punto C infatti gppartiene ala circon-ferenza cl. Il punto
F coincide quindi con il punto C.

Disegniamo con la macro Equilat_Circ_Circ il triangolo equilatero ACQ aul lato

AC gppartenente al semipiano opportuno e la circonferenza c3 ad esso Circoscrit-
ta.

Owviamente la circonferenza c3 passa per F = C.

4. Punto di Fermat.

Torniamo d caso paticolare in cui il triangolo ABC ha un angolo di 120° (Figu-
ra 3 5a, Figura 3 5b, Figura 3 6. In quest’ ultima figura aggiungiamo il triangolo
ACQ elacirconferenza c3). In ognunadi esse gppare che

1) i punti F, A e P sono dlinesti;

2) i punti F, B e Q sono dlinesti;
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3) i punti F, R e C sono dlinesti;
4) i segmenti AP, BQ e CR hanno ugude lunghezza8.

Proviamo a misurare i segmenti AP, BQ e CR con Cabri. Sdezioniamo lo stru-
mento distanza e lunghezza e misuriamo i segmenti AP, BQ e CR. Ndla Figu-
ra_4 1 mostriamo cio che awieneapatireddlaFigura 3 5 a.

Cabri ¢i modtra che, d variare del punto C, i segmenti sono sempre uguali tralo-
ro. Nei cas delaFigura 3 5b eddlaFigura 3 6 lastuazione e andoga Vogliamo
dimostrare o confutare cio che ci mostra Cabri.

Problem 4.1

Di mostrare o confutare che, dato un triangolo ABC
con un angolo di 120° , si ha:
1) i punti F, Ce R sono allineati;
2) i punti F, A e P sono allineati;
3) i punti F, B e Qsono allineati;
4) i segnenti AP, BQ e CR hanno ugual e |unghez-
za.

Studiamo il casoin cui I'angolo ABC misura 120°.

AP= 487 cm
BG= 4,87 cm
CR= 487 cm

8 Commenti didattici. E’ interessante far notare agli studenti le differenze trale Figure3 5 a,
3 5be3 6elefigure3 3d, 3 3ee3 3f. In queste ultimetre figure, nelle quali il punto F appros-
simauno dei trevertici del triangolo, le proprietadi alineamento non appaiono sempre verificate.
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Figura 4 1

Ormai sappiamo che gli dtri due cas 9 riconducono a questo semplicemente ni-
nominando i punti.

| punti F, C e R sono dlinesti perché gli angoli RFA e ABC sono supplementari.

| punti F, A e P sono alinegti perché gli angoli AFC e PFC sono supplementari.

| punti F, B e Q sono ovviamente adlineati perché B e F coincidono.

Dimostriamo la quarta proprieta.
E facile dimostrare che AP e RC hanno la stessa lunghezza. Infatti

AP=AB +BP=RB +BC=RC.

Dobbiamo ora dimostrare che il segmento BQ ha la stessa lunghezza del segmenti
APeRC.
Dal teorema 2.6 segue BQ = BA + BC. Essendo BA = RB, abbiamo

BQ =RB + BC = RC.

Abbiamo dimodtrato cio che volevamo.

Problema 4.2

Le quattro proprieta viste per triangoli che
hanno un angolo di m sura uguale a 120° sono va-
| i de per qual siasi triangolo?

Esploriamo il problemacon Cabri. Riprendiamo laFigura 3 2.

Con lo strumento M ostr a/Nascondi mostriamo la circonferenza c3;
con o srumento Retta disegniamo e rette passanti per A e P, per QeB, per C
eR.
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Figura 4 2

Ddlafigurasembrachei punti Sano dlinegti. Dimogtriamolo:

il punto F e dlineato con R e C perché gli angoli RFA e AFC sono supplementari;

il punto F e dlineato con B e Q perché gli angoli BFC e CFQ sono supplementari;

il punto F é dlineato con A e P perché gli angoli AFC e CFP sono supplementari.

Abbiamo dimogtrato le tre proprieta nel caso in cui il punto F sainterno d trian+
golo ABC.

Esaminiamo orail caso in cui F Saesterno.

Consgderiamo il caso in cui I'angolo ABC sa maggiore di 120° (gli dtri due cas
come d s0lito possono essere ricondotti a questo).

Riprendiamo laFigura_3 3a.

con lo strumento Retta disegniamo le rette passanti per A e P, per Qe B, per C
eR.

Figura 4 2a

Anchein questo caso i punti paiono essere alineati. Dimaogtriamolo.
Ledimograzioni cheR, F, CeA, F, P sono dlineati sono identiche a quelle svolte
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nel caso precedente.

Dimostriamo che F e dlineato con B e Q.

Gli angoli AFB e AFQ misurano entrambi 60° e quindi, poiché B e Q gparten
gono dlo stesso semipiano delimitato dala retta passante per A eF, i punti F, B e Q
sono alinesti.

Abbiamo quindi dimostrato completamente le prime tre proprieta.

Passiamo dla quarta proprieta.
Vogliamo verificaleses haAP=BQ = CR.

Facciamo innanzitutto un’ esplorazione con Cabri.
Iniziamo conil casoin cui il punto F sainterno d triangolo.
Riprendiamo laFigura 4 2.

Sdezioniamo lo srumento distanza e lunghezza e misuriamo i ssgmenti AP, BQ

f O\
N
: % AP = 4,785 cm

BQ = 4,785cm
CR= 4,785cm

eCR
Figura 4 2b

Cabri c modtrachei segmenti sono ugudli.
Dimostriamolo.
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L’ uguaglianza del segmenti segue da
AP=AF+FP=AF+FC+FB=QF+FB=QB

CR=CF+FR=CF+AF+BF=QF + FB=QB

Congderiamo orail caso in cui un angolo dd triangolo ABC sameaggiore di 120°.
Riprendiamo laFigura 4 2a.

Sdezioniamo lo srumento distanza e lunghezza e misuriamo i segmenti AP, BQ
eCR

AP = 3,498 cm
BQ= 3,498 cm
CR = 3,498 cm

Figura 4 2c

Anchein questo caso sembrachei tre ssgmenti Sano ugudi. Dimaostriamolo.
AP=AF+FP=AF+FC-BF=FQ-BF=BQ
CR=CF+FR=CF+AF- BF=FQ- BF=BQ

Abbiamo in definitiva

Teorema 4.2. Dato un triangolo ABC, costruiti sui suoi lati i triangoli equila-

teri ABR, ACQ e BCP esterni ad eil punto F di Fermat, s ha:

1) ipunti F, AeP sono allineati;
2) ipunti F, BeQ sono allineati;
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3) ipunti F, ReC sono allineati;
4) i segmenti AP, BQ e CR hanno uguale lunghezza.

Vogliamo ora andizzare in particolare il caso in cui il triangolo ABC abbiatutti gli
angoli di misuraminore di 120°.

Riprendiamo la Figura_4 2b e consderiamo le distanze del punto di Fermet dai
vertici de triangolo:

misuriamo con lo srumento Distanza e lunghezza lalunghezza dei segmenti AF,

BF e CF.

Notiamo che la somma delle tre lunghezze € ugude dla lunghezze dei segmenti
AP,BQeCR.
Possamo anchefar farei cacoli direttamente a Cabri
con lo strumento Calcolatrice cacoliamo la somma ddle lunghezze de segmenti
AF, BF e CF. Inseriamo il risultato ndlla parte inferiore della figura.
Figura 4 2d

AP= 4785cm AF= 1148cm
BQ= 4,785cm  BF= 1,353cm
CR= 4785cm  CF= 2,284cm

AF+BF+CF= 4,785cm

Problema 4.3

Di nostrare o confutare |’ affermzi one
AF+BF+CF=AP=BQ=CR
sia nel caso in cui il punto F sia interno al
triangolo, sia che sia esterno, sia che appartenga
al bordo del triangolo.
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Andizziamo innanzitutto il caso in cui tutti gli angoli dd triangolo ebbiano misura
minore di 120° (Figura_4 2d).
Dd teorema 2.6. segue AFBF=RF e quindi:
AF+BF+CF=RF+CF=RC=AP=BQ
Abbiamo pertanto dimostrato il seguente:
Teorema 4.3 Dato un triangolo ABC avente tutti gli angoli di misura minore

di 120°, costruiti sui suoi lati i triangoli equilateri ABR, ACQ e BCP esterni ad
eil punto F di Fermat, s ha:

AF+BF+CF=RC=AP=BQ

Esaminiamo ora il caso in cui uno degli angoli ddl triangolo Sa maggiore di 120°.
Facciamoci alutare da Cabri
Congderiamo la Figura 4 2c e operiamo su cosi come abbiamo fatto nel

AP = 3,498 cm AF= 2441 cm
BQ = 3,498 cm BF = 0,738 cm
CR = 3,498 cm CF= 1,795cm

AF+BF+CF= 4,97 cm

caso precedente:
Figura 4 3

Il teorema 4.3 non € generdizzabile d caso in cui F Saesterno d triangolo®.

9 Commenti didattici. Notiamo che I’ analisi di un caso particolare svolta con Cabri & sufficiente
per confutare una qualche affermazione mentre I’analisi di molti casi non & sufficiente per dimo-
strare un’ affermazione. E’ utile far notare cid agli studenti. E' anche utile esaminare la dimostra-
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Lasciamo d lettore I’esame del casi in cui uno del tre angoli ddl triangolo ABC mi-
suri 120°.

4.4 Un'altra proprieta dd punto di Fermat

Ritorniamo d caso in cui il triangolo ABC ha tutti gli angoli di misura minore di
120° (Figura_4 2).

Vogliamo ora dimostrare che il punto di Fermat ha un’ dtra interessante proprie-
tal0 che viene evidenziata ddla dimostrazione del teorema 4.2.

Quedt’ ultima s basa aul fatto, dimostrato nel teorema 2.4, ches ha

AF + BF = RF.

Riprendiamo in esame la dimosirazione del teorema 2.6 in questo caso.
Utilizziamo laFigura 4 2d e modifichiamola per renderla piti intdligibile.

Con lamacro Equilat costruiamo il punto F, terzo vertice dd triangolo equilatero
di lato BF interno dla circonferenza cl.

cl

zione svolta nel caso di Finterno a triangolo e determinare per quali ragioni essa non é estendi-
bile al caso di F esterno.

10 Commenti didattici. Questa dimostrazione si differenzia datutte le altre viste fino ad ora per-
ché lo studente, pur potendo comprenderla, non & in grado di trovarla autonomamente. In ogni
caso tutto cid non verra utilizzato in seguito.
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Figura 4 4

Nella dimostrazione del teorema 2.6 abbiamo vigto che il punto F gppartiene d
segmento RC. Abbiamo anche visto chei segmenti RF e F F hanmno lunghezza ugude
ripettivamente ai ssgmenti AF e BF.

La costruzione c¢i ha permesso di disegnare una poligonde CFF R di lunghezza
ugude ala somma delle lunghezze de segmenti AF, BF e CF.

Ripetiamo la costruzione per un qualsas punto G interno a triangolo ABC.

Con lamacro Equilat costruiamo il punto G', terzo vertice del triangolo equilatero
di lato BG interno alacirconferenza cl.
Larotazioneintorno aB di 60° in senso orario portail triangolo BG'R nd triango-

lo BGA equindi i ssgmenti RG' e AG sono ugudi.
Figura 4 4a

Pertanto la poligonde CGG'R ha per lunghezza la somma ddle lunghezze del
segmenti CG, BG e AG.
Al variare di G la costruzione precedente disegna tutte le possibili poligonai daC
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aR che hanno per lunghezza la somma delle lunghezze ddla distanza del punto G dai
vertici del triangolo ABC.

Tratutte le poligondi qudla di lunghezza minima € qudla che ha i punti dlineati.
Sgppiamo che C, F, F e R sono dlinesti. Quindi, se G coincide con F, la poligonde
CR halunghezza minima. Abbiamo pertanto dimodrato il seguente:

Teorema 4.4. Dato un triangolo avente tutti gli angoli di misura minore di

120°, il suo punto di Fermat € il punto interno al triangolo tale che la somma
delle sue distanze dai vertici del triangolo sia minima.

Errata corrige della prima parte. Nella sampa della Figura 2 3a mancalil
segmento AB. Ridisegnatelo: la figura ora ha senso.

Giuseppe Accascina
Giovanni Margiotta



