ANALISI MATEMATICA 2 — ING. AEROSPAZIALE (L-Z) — PROVE SCRITTE

VERSIONE PROVVISORIA -~ SI PREGA DI SEGNALARE EVENTUALI ERRORI

(*) Determinare (purché esistano) i punti critici della seguente funzione e stabilirne la

natura:
fRP SR, flry) =x(4—2”—y).

Facoltativo: stabilire la natura di uno dei punti critici senza utilizzare la matrice
hessiana.

Risposta: (0,42) punti di sella, (2/4/3,0) punto di massimo locale, (—2/v/3,0)

punto di minimo locale.

se e solo se

Quindi i punti critici sono
Pl = (072)7 P2 = (07_2)7 P3 - (2/\/§70)7 P4 = (_2/\/§70)

Si ha
2 _ —6r =2y \ _ 2 4.2
detD” f(z,y) = det ( oy —2z > = 122° — 4y°.

Quindi P; e P, sono punti di sella, P3 ¢ un punto di massimo locale e P; ¢ un punto
di minimo locale.

Si ha f(0,2)=0e
3 > <
f(,2)==2"20 <= 220,

percio (0,2) & un punto di sella.

(*) Determinare i punti critici della funzione f : R?\ {(0,0)} — R definita da

f(@,y) =log(a* +y°) —a” —y

e stabilirne la natura.

se e solo se



Percio i punti critici sono (0,2), (v/32,1/2) e (—v/32,1/2). Si ha

Wt 2 o,
2 T T
Df(z,y) = | W)y T SEvE

(22+42)2 (22+y2)2

Valutandolo nei punti critici si ottiene la risposta.

(*) Determinare il massimo assoluto e il minimo assoluto della funzione f : Q@ — R
definita da

1 1
flay) = 16" =)+ 5y, Q={(zy) eR*: 2 +y* <1}.

Svolgimento. Si ha

Vi) = (55 +3) =0 = (o) =0

quindi f non ha punti critici interni. Percio il massimo e il minimo (che esistono
per il Teorema di Weierstrass) sono assunti su 9€2. Posto

1 1
L(z,y,\) = Z(xz — ")+ sy + A1 —2” —y?),

2
si ha .
VL(x,y,\) = E—Q)w,—g—l———%\y,l—x?—yz =0
2 2 2
se e solo se
r=0, y==+1 oppure (A=1/4,)y=1/2, x=4V3/2.
Si ha

F(0,1) = 1/4, £(0,~1) = —3/4, f(£v3/2,1/2) = 3/8,
da cui segue la risposta.

Per studiare f su 0f) si puo in alternativa considerare la funzione

gy) =l —y*y) = i(l — 27 +2y), yel-11]

e osservare che g ha massimo assoluto in y = 1/2 e minimo assoluto in y = —1,
oppure passare in coordinate polari.

(*) Sia f:R? — R definita da f(z,y) = 323 + 3.
(a) Determinare la natura dei punti critici.

(b) Determinare i punti di massimo assoluto e i punti di minimo assoluto di f nel
seguente insieme:

K ={(z,y) eR*: 3z* +y* < 1}.



*)

Risposta:
(a) (0,0) punto di sella; (b) maxg f = v/2, ming f = —/2.
Svolgimento:

(a) Si verifica facilmente che V f(z,y) = (0,0) se e solo se (z,y) = (0,0). Poiché
f£(0,0) =0, si ha

Fa,y) = £0,0) = 3z +y) (32 - 3oy + ") 20 = 3% 2 —y,

>0 V(z,y)€R?

quindi (0,0) & un punto di sella (per esempio, f(0,y) — f(0,0) E 0 se e solo se
Yy E 0).
(b) Sia

L(z,y,\) = 32> +y* — A3z + y* — 1).

Risolvendo il sistema

L, =92% — 12\x3 = 32%(3 — 4\z) = 0
L, =3y* —4\y® = y*(3 —4\y) =0
Ly=1-32*—¢y*=0

si ottiene
(z,y) = (£1/3Y%,0) oppure (z,y) = (0,£1) oppure (z,y)= +(1,1)/V2.
Valutando la funzione in tali punti si ottiene, rispettivamente,
+3Y4 41, +/2,

da cui segue la risposta (3'/4 < 21/2 visto che 3 < 4).

Sia f : R? — R definita da

flay) =1 -2"—y")(z+y)
e sla
Q={(z,y) eR?: 2> +y* <1, v >0}

Determinare il massimo assoluto e il minimo assoluto di f in €.

Risposta:
max f = f(1/v/6,1/V6) = 22, minf = f(0,~1/v3) = —3%.

Svolgimento:
I punti critici interni si determinano risolvendo

Vi=(-2z(@+y)+1—2>—y’ -2z +y)+1—2>—y>) = (0,0).

Sottraendo le due equazioni e svolgendo semplici calcoli, si ottiene che I'unico punto
critico interno ad Q ¢ Py = (1/v/6,1/v/6). Per quanto riguarda 9, si ha

flo,=0, Ty=00n{z*+4*=1}



*)

(*)

mentre su 'y = 0Q N {z = 0} si studia la funzione

g:[-L1] =R, gy) = f(0,y) =y(l -y

e si verifica che y = —1 e y = 1/4/3 sono punti di massimo locale per g in [—1, 1],
mentre y = —1/4/3 e y = 1 sono punti di minimo locale. Confrontando i valori dei
candidati ottenuti si ottiene la risposta.

Determinare il massimo assoluto ed il minimo assoluto della funzione f : Q@ — R
definita da

fle,y) =z (2 —y+2), Q={(z,y) eR*: 22> <y <2’ +4}.

Svolgimento: Si ha
Vf(z,y)=(0,0) < (32> —y+2,—2) = (0,0) <> (z,y) = (0,2),
quindi Py := (0,2) & un punto critico interno ad 2. Si ha inoltre 0Q2 = I'; UT'y, dove

I={(z,y) eR? : —2< <2, y=22?}
Iy={(z,y) eR2 : —2< <2, y=a2+4}

Restringendo la funzione su I'y si ottiene
¢1(x) = f|r1 =x (2 - 12) , x €[-2,2]

e si verifica che x = —2 ed x = \/2/_3 sono punti di massimo locale per ¢;, mentre
r=— \/ﬂ ed z = 2 sono punti di minimo locale per ¢;. A tali punti corrispondono
i candidati P, := (—2,8) e Py := (1/2/3,4/3) (possibili punti di massimo locale per
f)e Py:=(—+/2/3,4/3) e Py := (2,8) (possibili punti di minimo locale per f). Su
I's si ha invece che

¢2(7) = flp, = =2z, € [-2,2]

da cui segue che xr = —2 ed x = 2 sono, rispettivamente, punti di massimo locale e
di minimo locale per ¢o(z), cui corrispondono i candidati P; e P;. Confrontando i
valori dei candidati F, ..., P, si ottiene la risposta.

Sia f : R? — R definita da

flz,y) = (:B—l— %) + 2.

Determinare il massimo assoluto ed il minimo assoluto di f su

Q_{(x’y)ERQ a4y’ 4 22 <0, xz—;}.



Risposta:

Cenno di svolgimento:

La funzione ha un punto critico interno (—1/2,0). Su 052 si ottengono i punti critici
vincolati (0,0), (—1/3,4+/5/6) e (=3/2,0). Inoltre si devono considerare a parte i
"vertici” (—3/2,4+/3/4). Confrontando i valori si ottiene la risposta.

(*) Sia f:R? — R definita da
flz,y) =2° — 2y + 1.

Verificare che il Teorema delle funzioni implicite (o di Dini) ¢ applicabile in un
intorno del punto (1,0) e determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 centrato in
x = 1 della funzione z — g(x) definita implicitamente da

f(x,y) = f(l,()).

..................................................................................

Svolgimento. Si ha
Vf<I,y) - (51;4 - 2[L’y, —ZE2), Vf(lv 0) - (57 _1)7

quindi il teorema di Dini ¢ applicabile rispetto a entrambe le variabili. Segue dal
Teorema di Dini che
29'(z) | g(x)

/ T 2 1
— 27 I pp? —10p — 22 )
9'(z) — x o g'(2) =102 - ——+ =57,

quindi
9(1)=0, ¢'(1) =5, ¢"(1) =10-10=0

da cui segue la risposta.

Si noti che in questo caso g puo anche essere ricavata esplicitamente:

x®—1 ;1

floy) =f(1L,0) = 2" —a’y+1=2 <= y=——5—=a"— 5 =g(),
da cui
/ 2 2 1 6

e valutando in x = 1 si riottiene la risposta.

(*) Verificare che, in un intorno del punto (z,y) = (1, 7), 'equazione
sin(zy) —z = —1

individua implicitamente una funzione y = g(x) oppure = = h(y). Determinare
lo sviluppo di Taylor del secondo ordine (con centro in xg = 1 oppure in yo = 7,
rispettivamente) della funzione cosf ottenuta.



Risposta:
gx)=m—(1+7)(z—-1)+ (1+n)(z—1)%

Svolgimento:

Lo svolgimento mediante il Teorema di Dini e standard e si rimanda allo svol-
gimento della prova precedente. Si osservi che, in alternativa, l’equazione puo
essere risolta esplicitamente rispetto a x in un intorno di (1,7), osservando che
sin(zy) = —sin(zy — m): si ottiene

7+ arcsin(l — x)

y=g(x) = .

(*) Disegnare I'insieme

Risposta: (z, yp) = (—27/25,0).

Svolgimento. La rappresentazione di €2 segue dal grafico delle due funzioni ele-
mentari y — 2(y?> — 1) e y — |y| — 1. Per simmetria, y, = 0. Si ha

1 y—1 1 1 2 5
|Q|=2// dwdy:?/(1+y—2y2)dy=2(1+———)=—,
0 J2y2-1) 0 2 3 3

da cui

6 1 y—1 3 1 ) ) )

T, = ¢ adedy = - | ((y—1)" —4(y" —1)7)dy
5 Jo 2(y2—1) 5 Jo
3 1

4 27

3
= — | (2y—4t+ 9 -3)dy=-(-1—-—-+3-3) =——.
5/0( y—4y" +9y” —3)dy 5( e+ ) %

(*) Determinare il baricentro del seguente insieme:

Q={(e,9) e R?: |a] <y < Ve[ +2}

Risposta:



(*)

Svolgimento: Il dominio ¢ simmetrico rispetto a = 0 perché le funzioni z — ||

e x +— +/|z| + 2 sono pari. Quindi z, =0 e

1
Q] = 210, ybz—// ydady,
| ) Ja,

Ql :{<£L',y) €R2: T > 0, .I'Syg \/x_|_2}.
Si verifica facilmente che, per x > 0, < v/x + 2 se e solo se x < 2. Pertanto

QO ={(z,y) eR*: 2€10,2], 2 <y<Va+2}

2 pVare 5
[eA :/ / dydz = g(5—2\/5)
0 T

dove

e quindi

3 2 Vare 5
-0 dyde = —>—
o 2(5—2\/5)/0 /x Y T 95— 2vR)

Determinare le coordinate del baricentro del seguente insieme:

Q:{(x,y)e]Rz: 0§y3§x§\/§}.

Risposta:
(3/7,12/25)

Svolgimento:
Per definzione

1 // 1
Tp = — x dxdy, y:—//ydxdy
"l g ST

dove [Q] & I'area di €. Poiché
0<y’ < Vy<=yel01],
() si riscrive come dominio semplice come segue:

Q= {(z,y) eR*: ye[0,1], ¥’ <z < Vy}.
IQ\—/O1 (/y:ydx)dy—/ol(\/@—yg)dy—%-

12 ! vy 12 !
W= (/ ydw>dy = = y(Vy—y®)dy
Yy 0

Pertanto

Quindi

3
2 [, 12
= = 12 M dy = —
- O(y y*) dy 55



(*)

(*)

mentre

12 (/v 6 [
Tp = — (/ :Ud:t;) dy = —/ a:2|‘§dy
5 0 y3 5 0 v

Calcolare

//xydxdy, Q:{(Q:,y)ERQ: 0§y§x,1§x2+y2§4}.
Q

Svolgimento:

Calcolare

I:///(m+y)dxdydz, Q={(z,y,2) eER*: 22 +¢y* <2<z —y}
Q

Svolgimento:

Primo metodo. Ponendo u =x +y e v = x — y, si ottiene

1 1
I= —5/// ududvdz, T = {(u,v,2) € R®: §(u2+v2) <z<w}
T
e il risultato segue poiché l'integranda e dispari rispetto a u = 0 e il dominio ¢
simmetrico rispetto ad u = 0.

Secondo metodo. Passando in coordinate cilindriche, si ottiene

I= /// r2(cos ¢ + sin p)drdedz,
s

S ={(r,p,2) €[0,00) x [-7,7] x R: r* <z <r(cosp —sinp)}.

dove

Si ha
r? <r(cosp —singp) <= r < cosp — sin g,

percio, integrando per fili,

r(cos p—sin ¢)
I= // / r?(cos ¢ +sin p)dz | ,
E r2



*)

(*)

dove
E={(r,p): pe[-mm], 0<r <cose—sinp}.

Si ha
0<cosp—sing <= ¢e|[-3r/4,7/4].
Percio
/4 cos p—sin ¢
I = / (/ 73(cos i + sin ) (cos o — sin p — r)dr) de
—37/4 0
/4 1 1 71‘/4
= / —(cos p + sin ) (cos ¢ — sin@)°dyp = — ——(cos p — sin ©)° = 0.
C3n/a 20 120 s

Naturalmente i due metodi presentati non sono i soli: si puo anche integrare per fili
prima di passare in coordinate cilindriche, oppure osservare le proprieta di simmetria
in qualunque momento del procedimento.

Calcolare il volume del solido ottenuto ruotando il triangolo (definito sul piano
z =0) di vertici (1,1,0), (2,4,0), (1,4,0) di un angolo 27 attorno all’asse y.

Risposta:
4.

Cenno di svolgimento:
Si tratta del volume di un solido di rotazione (un tronco di cono meno un cilindro),

che quindi vale
4 2\ 2
/ w<(&> — 1) dy = 4n.
1 3

Data la curva
v [-7/2,7/2] = R?  ~(t) = (cost,cos(2t)),

calcolare

Risposta:
(1732 — 1)/24.
Cenno di svolgimento:

Applicando la definizione di integrale curvilineo di prima specie e ossefvando che
I'integranda e pari, si ottiene

w/2 w/2
/xds = / cost|sint|(1 4 16 cos? t)Y/2dt = 2/ costsint(1 + 16 cos? t)"/?dt
v —7/2 0

che si integra con la sostituzione y = cos®t.




(*)

*)

*)

Sia v : [0,1] — R? definita da y(t) = (¢,¢*/2). Calcolare

/ xyds.
v

Svolgimento:

Determinare un insieme connesso F C R? in cui la forma differenziale

Y

SR —
wBr—y)

w =

—d
+Sx—yy

sia esatta; in £ determinare una funzione potenziale (ovvero una primitiva) di w.

Svolgimento. Il dominio della forma e

D ={(z,y) €R*: 2 #0,y # 3x}.

Verifichiamo che w e esatta su ciascuna componente connessa di D determinandone
una funzione potenziale:

1
Ute,) = [ gr—dy = ~logl3a 4] + C(a),

da cui
o,U — — () =~ Y
se e solo se 3 3 |
3xr—y zxzBxr—y) xzBr—y) =

Percio C(z) = log |z| + C, ovvero

U(ZE, y) - - log

‘+Q C eR.
3r —y

Si puo quindi scegliere qualunque componente connessa di D, per esempio

Dy ={(z,y) €R*: x>0,y > 3z}.

Disegnare l'insieme

D ={(z,y) e R*: 42 +y* — 8z — 4y + 4 < 0}



*)

*)

e determinare il valore di A € R per cui la forma differenziale

Az —1)dz +2(y — 2)dy
da? +y? —8xr — 4y +4

¢ esatta in D.

Risposta: D ¢ l'interno dell’ellisse di centro (1,2) e semiassi paralleli agli assi, di
lunghezza 1 e 2; A = 8.

Svolgimento. Si ha
4a® + 92 —8r —dy +4=4(x —1)* + (y — 2)* — 4,

da cui segue la caratterizzazione di D. Dalla precedente identita segue anche facil-
mente che w ¢ esatta se e solo se A = 8 in tal caso una primitiva di w e

Uz,y) =log|4(x — 1)* + (y — 2)* — 4.

Sia
t
v:[0,1] = R?  ~(t) = <1 — t* — cos(7t?), sin (%) —t* 4+ 5) :
Calcolare
eV
/ ( 5 do + e’ arctana dy) :
+\1+z
Risposta: 7%5

Svolgimento. Verifichiamo che la forma differenziale e esatta:

Yy
U(x,y)z/ljx2 dz = e¥ arctanx + C(y)

da cui '
U, = e¥arctanz + C'(y) = e/ arctanz <= C'(y) =0,

ovvero
U(x,y) =e’arctanz + C, C €R.

Percio, osservando che (1) = (1,5) e v(0) = (0, 5), si ottiene

/ " dr+evarctanz dy | = U(1,5) — U(0,5) me”
x e’ arctan x = — = —.
4\ 1+ 22 J ’ ’ 4
Sia
w(z,y) = S T (R A dy, (z,y) € R?
’ z?+y?+1 ?+y?+1 n

e sia v : [0,1] — R? definita da y(t) = (t" — ¢,t*). Calcolare

lw.



Risposta:
4
log2 — 3.

Svolgimento:
La forma differenziale

.
xr
r?+y?+1 z?+y?+1

wi(z,y) =
¢ esatta in R?, con funzione potenziale
U(z,y) = %log(l +2° 437,
Percio

/w =U(y(1)) = U(y(0)) —|—/3xdy = 10g2+6/01(t8 —t*)dt =log2 — -.

0 v

(*) Sia w la forma differenziale definita da

o 2
;dy,  (z,y) €R

Y
ot = (=) 7+

1+ 22
e sia v : [—1,1] — R? la curva definita da
V(t) = (t4 COS (7T(t - 1)) ) |t|) ) te [_L 1]

orientata nel verso delle ¢ crescenti. Calcolare

I
~F

Cenno di svolgimento:
La curva e chiusa e la forma e esatta, con funzioni potenziali

U(x,y) = arctan(ay) — 2> +C, C €R.

(*) Sia v :[0,27] — R? la curva definita da
v(t) = (cost,2sint), t € [0,27]

(orientata nel verso delle ¢ crescenti) e sia w la forma differenziale definita da

2y x?
w(z,y) = mdx + (TW + :E) dy.



Calcolare

Risposta:
—27

Svolgimento:
La forma differenziale
w) =w—1x dy

¢ esatta in R? (le sue funzioni potenziali sono U(x,y) = arctan(z?y) + C, C € R).
Poiché ~ e chiusa, si ottiene

2w
/w:/ xdy:—2/ cos’t dt = —2r.
o e 0

(*) Sia Q C R? il triangolo di vertici (0,0), (0,1) e (—1,0), e sia w la forma differenziale

definita da L .
€ Y

— S A dy.

w(@y) L4zt +yt x+<1+x4+y4+x) Y

Calcolare

Risposta:
1/2

/ w = / v - nds,
o0+ o0+

43 n 43
v=|——-"—-"—-41,—|.
1_’_$4+y4 ) 1+m4_’_y4

Applicando il Teorema della divergenza, si ottiene

1
/ w= // divvdzdy = Q] = =.
a0+ Q 2

43 43
= dx +
1+ ot 4yt 1+at+y

Svolgimento:

Si ha

dove

In alternativa, siano

w1 cdy,  wa = zdy.

Si verifica che w; ¢ esatta (osservando che ¢ chiusa in R? o determinandone un

potenziale), quindi
/ w = / xdy
oat o+



(*)

(*)

*)

che si calcola facilmente (ponendo attenzione al verso di percorrenzal).

(a) Determinare A € R in modo tale che la forma differenziale

1
= — (Aydzr — 2zd
w (x—i—y)Q(yx xy)

sia chiusa nel suo dominio naturale D;
(b) per tale valore di A calcolare / w, dove v € una qualunque curva regolare in D

v
che parte dal punto (0,1) e arriva al punto (1,0).

Svolgimento:

Calcolare

7
/ ry dy, 9={(x,y>eRQ: y>0, y <5z, yé——Q}.
oo+ =

..................................................................................

Risposta: £ — 14log .

Svolgimento. Segue dalle formule di Green che

I:/ xydy://ydxdy.
o0+ Q

L’insieme €) e semplice rispetto a entrambi gli assi:
2 . 7
Q = J(zy) eR*: 2€]0,7/2],0 <y <min< bz, — —2
x

7
- {(x7y)ER2: y€[075]7%§x§y—}

_|_
[\

Quindi

1 bz /2 pT/a—2 5 p7/(y+2)
1= / / ydydz + / / ydydz oppure [ = / / ydzdy
o Jo 1 0 0 Jy/5

e svolgendo correttamente gli integrali si ottiene la risposta.

Sia v : [0, 7] — R? la curva piana definita da (t) = (sint, ¢ sint).
(a) Verificare che y ¢ una curva di Jordan.

(b) Calcolare 'area del suo interno.



(*)

(*)

*)

Risposta:

/4

Svolgimento:

La curva in esame ¢ chiusa in quanto v(0) = (0,0) = (), ed ¢ semplice in quanto

tisint; = tysinty

V() =7(t) = { sint; = sint,

— ) =1y (sostituendo la seconda nella prima).

Quindi e una curva di Jordan. Percio I'area del suo interno, €2, &, a meno del segno
che dipende dall’orientazione di v,

/ydﬂﬁ:/ tsintcostdt:_:
Gy 0 4

da cui segue il risultato.

Calcolare
/(:C+y2—3,y+x2—6) -nds
59
dove Q = {(z,y) € R* : 22 + 3> — 4y + 22x + 1 < 0} ed n ¢ la normale esterna ad
Q.
..................................................................................
Risposta:
Svolgimento:

Svolgimento:

Sia Q@ C R?® un dominio di Green di volume 3 e baricentro (0,1,0), e sia V il

seguente campo vettoriale:
VRS RY V(r,y,z2)= (3x2,y2, 52% + z) .

Calcolare il flusso di V uscente da ).



*)

(*)

Svolgimento. Applicando il teorema della divergenza, si ottiene

/ V.ndS = /// (6x + 2y + 10z + 1)dadydz
B!
= [Q ///xdd dz + — ///yddydz+ ///zddydz—l—1>
ol (i a1 o )

= 3(2+1)

Determinare I'area della porzione di superficie cilindrica definita da

Y={(z,y,2) ER*:2? + (y+2)> =4, 0< z < z}.

Svolgimento. Si parametrizza 3 mediante coordinate cilindriche:
0:D =R} o(pz)=(2cosp, —2+ 2sinp, 2).
Per determinare D si nota che

0<z<z < 0<z2<2cosyp,

quindi
D={(p,z)€[0,2r) xR: 0<z<2cosp}.
Poiché
o0, =(—2sinp,2cosp,0) e o,=(0,0,1),
si ha
lop Aol = [[(2cos p, 2sin g, 0)|| = 2.
Quindi

J[ar = [[ 20

Si riscrive D come dominio semplice osservando che

0<2cosp <= ¢e€[-n/2,71/2]

w/2 2cos @ /2
// da—/ / 2dzdg0:4/ cos pdp = 8.
w/2J0 —7/2

Sia X7 la superficie ottenuta ruotando il sostegno della curva

v(t) = (0,€',t), te[0,1]

di un angolo 27 attorno all’asse z, orientata in modo tale che n* -e3 > 0. Calcolare
il flusso del campo vettoriale V(x,y, z) = (x,y,0) attraverso X+,

..................................................................................

Risposta:

Pertanto




*)

*)

Cenno di svolgimento:
La parametrizzazione e

o(p,t) = (e’ cos p, e’ sinp, t)

e la normale da scegliere ¢ n* = —o, A gy. Il resto & un calcolo.

Sia ¥ la porzione del cono z = /x? 4+ y? compresa tra i piani z = 0 e z = 1.

Calcolare
/ / zdo.
s

Svolgimento:

Sia v : R? — R? il campo vettoriale definito da
v(z,y,2) = (0,y,2)
e sia 1 la superficie definita da
Y ={(z,y,2) R’ : ¥ =4(y*+2*), v €[1,2]}

e orientata in modo tale che n™ - e; > 0. Calcolare il flusso di v attraverso X7.

Risposta:
/12

Svolgimento:
Si parametrizza la superficie utilizzando coordinate cartesiane o cilindriche. Nel
secondo caso

o(r,p) = (2r,rcosp,rsing), D =1[1/2,1] x [0,27].
Si ha
o, = (2,cosp,sing), o, = (0,—rsinp,rcosyp),

quindi
o, N oy, = (r,—2r cos p, —2rsin p),

la cui orientazione coincide con quella richiesta. Pertanto

By(v) = /zv ntdy = //D (vo0) - (0n A o,)drdp = //D —9r2drdyp = —Tr/12.




(*)

*)

Determinare una parametrizzazione o : D C R? — R? della superficie
Z:{(x,y,z)€R3: x>0, y>0, 2>0, x8+y2—|—422:6}

e determinare il piano tangente e i due versori normali a ¥ in (1,1, 1).

Risposta: Una possibile parametrizzazione ¢: D = {(u,v) : v?*+4v*> <6}, o(u,v) =
((6 — u? — 40?)Y/® u, v), il piano tangente ¢ x — 1+ (y — 1)/4+ 2z —1 =0 e i versori
normali sono n = :I:\%E(l, 1/4,1).

Svolgimento. Si puo parametrizzare > come superficie cartesiana rispetto a
qualunque asse. Per esempio, poiché z > 0,

x:(6_y2_422)1/8 = f(y7z)a 6_y2_422 207
pertanto
D= {(u,v): u®+40* <6}, o(u,v)=((6—u*>—40*)"8 u,v).

Poiché si tratta di una superficie cartesiana, il piano tangente e i versori normali
sono dati rispettivamente da

1
r—1—f,(L,)(y—1)—f(1,1)(2—1)=0, n=4+—mF—=—=(1,—f,,— f-).

Poiché

1 _ _
fy(?J,Z) = _Z<6 - y2 - 4Z2) 7/87 fz(yaz) = _(6 - y2 - 422) 7/87

si ha f,(1,1) = —1/4, f.(1,1) = —1, da cui segue la risposta.

Sia X1 la superficie definita da
Y= {(x,y,z) ER®: z=uay, 2+ <1,y > \/gx}
e orientata in modo tale che n* - e; < 0.

(a) Calcolare l'area di X.

(b) Calcolare la circuitazione del vettore v = (z,0,y) lungo 0%+,

Risposta:
(a) 5(2v2 — 1); (b) 1/3.

Svolgimento:

Y. e una superficie cartesiana parametrizzata da
o(u,v) = (u,v,uv), D ={(u,v) €eR?:u®+0><1, v>+3u}.
Si ha quindi

ouNoy = (—v,—u, 1), |oy Aoy =V1+u?+ 02



*)

Percio la risposta ad (a) e

47/3

1
1X| = // V14 u2+ vidudv = / / p\/ 1+ pPdpdy = g(Zﬁ— 1).
D ™ 0

/3

Per (b), si osserva che versori normali sono

n (—v,—u,1)
V14 u?+ 02

e quello tale che il prodotto scalare con e; e negativo e

Si osserva inoltre che

rotv = (1,0,0), rotv-nt =

V1+uZ o2

Applicando il teorema del rotore, si conclude che la circuitazione vale

ar/3 Pl 1
// vdudv = / / p*sin pdpdp = —.
D /3 Jo 3

Risolvere il seguente problema di Cauchy, specificando l'intervallo massimale di
esistenza della soluzione:

Risposta:
y(a) = Iog (@ 32 1 1, y € (~v/3,0).

Svolgimento:
L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:

2y(z)e?" Py (z) = 3 (2”7 — 1) = V'@ = 2% _ 3z 4 C.
Imponendo la condizione iniziale si ricava C' = 1. Quindi
y(x) = ++/log (23 — 3z + 1),

e per soddisfare la condizione iniziale si deve scegliere la soluzione positiva:

y(z) = /log (z3 — 3z + 1).

Tale funzione ¢ definita se

P —3r+1>1 < z(2°-3)>0

<0 U x>0
2 —-3<0 2 —-3>0

— zr¢€ [—\/3, 0] U [V3, +00),



quindi I'intervallo aperto massimale che contiene 2 = —1 ¢ (—+/3,0).

(*) Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy, specificandone 'intervallo

*)

massimale di esistenza:
vy (x) = y(x) (14 y(z)e V)
y(l) = _log1;4

(si suggerisce di ricondursi a un’equazione a variabili separabili mediante un op-
portuno cambio di variabile).

T
u(ac) - 3
y(x)
si ottiene ) . )
li ‘/Ey u u
W=-—-—"2=—-——-(14ye")=—e
y oy
Quindi
(efu)/ = —¢ uu/ — 1’
ovvero
e W) = O + .

Si ha u(1) = 1/y(1) = —log4, quindi
W =Cr1=4 < C=3

Pertanto

—u(z) =log(3+1z) <= y(z) = uéc) = _log(i’)x—i— 2 z € (—2,+00).

Determinare 'integrale generale della seguente equazione differenziale:

o' (@) + 52y (@) + 5y(w) = logz, >0,



*)

(*)

, per cui 'integrale generale

Le radici del polinomio caratteristico sono Ay = Ay = %

dell’omogenea associata risulta essere
uo(t) = (co + c1t) /2.
Per determinare una soluzione particolare si utilizza il metodo di somiglianza:
up(t) = At + B, y,(t)=A, y (t)=0,
da cui segue che

2 1 2 1 1
ug(t)—gu;,(t)+§up(t):—§A+§At+§B:t <~ A=9, B=54

Da ci segue che l'integrale generale nell’incognita u(t)
u(t) = (co + crt) e/® + 9t + 54

e sostituendo ¢ = log x si ottiene la risposta.

Determinare I'integrale generale della seguente equazione differenziale:

y'(z) — 4y (x) + 13y(z) = 2€**.

Svolgimento:

Determinare (purché esistano) i valori dei parametri &« € R e § € R per i quali la
soluzione del problema di Cauchy

y"(x) + y(x) = f — 2sin(2x)
y(3)=a
v (3) =5

Svolgimento:

L’equazione assegnata ¢ lineare. Le radici del polinomio caratteristico sono A\; = i,
Ao = —i. Di conseguenza l'integrale generale dell’omogenea associata é:

Yo(x) = ¢y cos T + cosin .
Per determinare la soluzione particolare si usa il metodo di somiglianza:

yp(t) = Acos(2z) + Bsin(2z) + C.



Sostituendo nell’equazione differenziale si ricava che A =0, B =2/3 e C' = 3, per
cui l'integrale generale risulta essere:

2
Ygen (T) = €1 COST + cosina + 3 sin(2x) + .

Imponendo poi le condizioni iniziali si ha che

6) 4
c R —_ =
4 __ — 1_ 3
_Cl_§ ﬁ Cg_a_ﬁ

da cui si ricava che la soluzione del problema di Cauchy e:
4 : 2
y(x) = (—ﬁ — §) cosx + (o — ) sinx + 3 sin(2x) + 3

Annullando infine i coefficienti delle funzioni sinx e cosx, uniche a non essere -
periodiche, si ottiene la risposta.

(*) Risolvere il seguente problema di Cauchy, specificando 'intervallo massimale di
esistenza della soluzione:

y(0) =0
y'(0)=1
Risposta:
y@) = — I =(-00,1)

Cenno di svolgimento:

Attraverso il metodo risolutivo per equazioni autonome del secondo ordine oppure,
piu semplicemente, osservando che si possono integrare una volta entrambi i membri
dell’equazione.

(*) Risolvere il seguente problema di Cauchy, determinando anche 'intervallo massimale

di esistenza della soluzione:

(z 4 3y(x) —2)* — 3

—N—
= =
S x

N——
I
—_

Svolgimento:

(*) Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy, specificandone I'intervallo

massimale di esistenza:



*)

*)

(*)

(si suggerisce di utilizzare la sostituzione u(z) = (y(x))™3).

Risposta:

Svolgimento:

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy, specificandone I'intervallo
massimale di esistenza: )
9 siny
y' =) —
cosy
y(=1/2) =m/4

y(-1/2) =2

Risposta:

y(r) = arcsin(v2(1 4 z)), I = (=1 —1/v/2,1 - 1//2).

Svolgimento:

Determinare I'integrale generale della seguente equazione differenziale:

y//// _|_ 4y// — 1

Svolgimento:

Dopo aver determinato lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f(z) = |sinz|,
calcolare la somma della seguente serie numerica:

o0

1
2 T

k=1

Risposta:
1/2

Svolgimento:
La funzione é pari e periodica di periodo m. Si ha quindi b,, = 0 per ogni n e

w/2
a, = —/ sin x cos(2nx)dz.
T Jo



*)

Quindi
4 [/ 4
aoz—/ sinxdr = —

0

™ ™

e, integrando per parti,

4 /2 ) ) ) /2
—/ sinz cos(2nz)dr = — [sinxsin(an)]g/ ——/ cos x sin(2nx)dx
T Jo am onm J
-0
w/2 1 /2
= [T cos T cos(2nx)} + —— sin z cos(2nx)dzx,
n’m 0 n’m Jo
OVVero
1\ 4 [ 1 /2 1
1-— —/ sin x cos(2nz)dx = | —— cos x cos(2nx) =——,
an? ) m J, n2m 0 n2m
quindi
4
ay, =
(4n? —1)

Si conclude che la serie di Fourier &

o

2
— - Z 4n2—1 cos(2nz).

Valutando la serie in = 0 e tenendo conto che f(0) = 0, si ottiene

=~ 1
:Z4n2_

n=1

Determinare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f : R — R, periodica di
periodo 27, definita in [—7, 7] da

1 ose |z] < 3§
f<x)_{0 se 3<z<m

e utilizzarlo per calcolare la somma della seguente serie:

= (1
Z 2k +1°

Svolgimento:

e Sia A C R? e sia w una forma differenziale di classe C*(A). Dimostrare che
se w ¢ esatta in A, allora ¢ chiusa in A.

e Sia (zo,y0) € R? e sia f : R? — R differenziabile in (zg,y). Utilizzando la
definizione, calcolare % f(xo + %, yoe') nel punto t = 0.



3
. . . . +x

Calcolare, purché esista, il seguente limite:  lim %
(w00 22 +y

Dimostrare che per ogni z in un intorno di zy = 1 esiste un unico y(z) in un
intorno di yo = 1 tale che (z,y(x)) risolve l'equazione

22°y" — 2% —1 =0
e dimostrare che y(z) < 1se z > 1.

Sia 2 C R? un dominio regolare a tratti di area 1 e sia u : C'(R?) — R tale
che Au(x,y) = 3 per ogni (z,y) € €. Calcolare

/ Vu-n, ds.
a0

Sia f una funzione continua 27-periodica e sia

o0

flz)=—+) (aycos(kx)+ bysin(kx))
k=1
il suo sviluppo in serie di Fourier. Dimostrare che se f e pari allora b, = 0
per ogni k > 1.

Sia f : R? — R di classe C'(R?) e sia (zg, yo) € R?. Determinare la direzione
di massima pendenza del grafico di f in (xg, yo).

Determinare (purché esistano) le soluzioni dell’equazione differenziale
y"(x) = 29" (2) +y"(z) =0
che posseggono un asintoto orizzontale per x — —oo.
Siano f: R* — R ed Q C R? definiti rispettivamente da
flry,2) =2+ +22 ¢ Q={(z,y,2) €R®: 2 +¢y*+2*> < 1}.
Calcolare il flusso del campo vettoriale V f uscente da (2.
Enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in R2.

Dimostrare che se f : R? — R ¢ differenziabile in (xg,yo), allora

%(%,yo) =V f(xo,y0) - (1,0)

Fornire I’esempio di una forma differenziale chiusa, ma non esatta, in D C R2.

Determinare i valori del parametro a € (0,+00) per i quali la funzione f :
R? — R definita da

fla,y) = ||y
¢ differenziabile in (z,y) = (0,0).

Sia f : R? — R definita da

f(l’,y,Z) :x3—y3—23,

e sia 2 C R? un dominio regolare di volume 1 e baricentro in (1,0,0). Deter-
minare il flusso di V f attraverso 0.

Enunciare e dimostrare le formule di Green in R? su un dominio semplice
rispetto ad esntrambi gli assi.



