ANALISI MATEMATICA 2 (I MOD) — ING. ELETTRONICA
PROFF. GIACOMELLI E VERGARA CAFFARELLI
ESEMPI DI ESERCIZI D’ESAME — A.A.08/09

Versione preliminare — si prega di segnalare eventuali errori

*) Determinare (purché esistano) i punti di massimo locale, i punti di minimo locale
e i punti di sella della funzione f : R? — R definita da

1
f(w,y):§w3—:vy2+y3—y, (z,y) € R?.
Si ha
fo(z,y) =2 —y* =0 y=zx y=—x
{fy(fvay)Z—?nyrByLl:O T OPPUE 52 1 =0

da cui segue che i punti critici sono P, = (1,1), P, = (—1,—1), Py = (—1/v/5,1//5),
Py = (1/v/5,-1//5). Si ha
9 . 2z —2y
D f(wvy)_ < _2y 6y—2:c )

da cui si deduce che P; € un punto di minimo locale, P, & un punto di massimo
locale, P3 e P4 sono punti di sella.

*) Determinare i punti di massimo locale, i punti di minimo locale e i punti di sella
della funzione f : R? — R definita da

1 1
f(w,y)=x2y+§y3+x2+§y2—2y, (z,y) € R*.

Risposta: (0,1) punto di minimo locale, (0, —2) punto di massimo locale, (v/2, —1)
e (—v2,—1) punti di sella.

*) Determinare i punti di massimo locale, i punti di minimo locale e i punti di sella
della funzione f :R? — R definita da
1 3 1 3

f(%y):gx —3Y + (z —y —6)% (z,y) € R? .

Risposta: (—6,6) punto di massimo locale, (2, —2) punto di minimo locale, £2v/3(1, 1)
punti di sella.

*) Determinare (purché esistano) i punti di massimo locale, i punti di minimo locale
e i punti di sella della funzione f : R? — R definita da

y4
floy) =+ 22° + zy.



Risposta: (0,0) punto di sella, £(—1/8,1/2) punti di minimo locale.

*) Data nel piano I'iperbole
= {(z,y) € R*: 2* + 3wy +y* +4 =0}
determinare i punti di I' che hanno minima distanza dall’origine.

Conviene minimizzare la distanza al quadrato, ovvero la funzione f(x,y) = 22 +y%.
Si tratta quindi di trovare i punti di minimo di f vincolati su I'. Posto
L(z,y,\) = 22 +y* + Ma? + 3y + y* + 4),

si ottiene con semplici calcoli che le soluzioni del sistema

L, = 2z+X2x+3y)=0

L, = 2y+X3zx+2y)=0

Ly = 22+3zy+1y>24+4=0
sono (2, —2) e (—2,2). Poiché supy f = 400, almeno uno dei due punti & di minimo;
poiché f( 2,2) = f(2 —2), lo sono entrambi.

*) Calcolare

//\y—2x2|dmdy, D={(z,y) eR?: 0<y<22<3}.

D

Siha3z <2seesolose xz <1.e3x>0seesolosex>0. Percio
D:{(x,y)ERQ: zel0,1], 0<y <2z} .

Quindi

1 r2z
/ ly — 22%| dedy = // ly — 222| dy dx
D
222
= // a:—y dyda:—i—// (y — 23: ) dy dx
2

= /(4 — 22 4 222 — 42 — 22 + 42?) da
0

B %_14_2_ 7
5 3 15
*) Sia
D:{(:p,y)ER2: 22 <y, :132+y2§2}.
Calcolare



: . 34
Risposta: 5.

*) Sia T il triangolo di vertici (0,0), (0,1) e (1,1), e sia
D:{(x,y)ET:xz—i—nyl}.

Y
//D PO T dxdy

(si consiglia il passaggio in coordinate polari).

Calcolare

i LT V2
Risposta: 7 5 -

*) Sia
D:{(w,y)€R2: 1§y§2,3—2x§y§5—2x}
calcolare .
//2d:cdy
DT
Poiché
D—{(:c,y)eR2: 1<y<2, ?’;g/ga:gg’;y},
si ottiene .
1 | 3
//DacQ dxdy = . /3,y x2d;vdy=2log<2).

2

*) Siano D; il settore del disco di centro 'origine e raggio 1 contenuto nel secondo
quadrante, Ds il triangolo di vertici (—1,0), (0,1) e (0,0), e D = D; \ Ds. Calcolare

// xy dxdy.
D

Risposta: —1/12.

*) Determinare la lunghezza della seguente curva:

viloa — B 0= (55 )



t

Pertanto, utilizzando la sostituzione y = e™*, si ottiene
1 1 1
1
L(y) = / e V14 e dt = / yV1+y? dy = S(1+y%)"?
0 e~ ! e—1

L 32 1)%?
T}

*) Siano
ville] = R? (t) = (t,tlogt — 1)
¢ +1
oy
f(xay) - .73‘2
Calcolare
fds.
.
Si ha
. . 3 logt
(1) =1, 1+1ogt)  [3(t)] = v1+ (1 +logt), f(y(t)=—.

Percio  logt
/fds: %\/1+(1+1ogt)2dt.
y 1

Vi sono vari modi per risolvere tale integrale. Ad esempio, posto y = 1 4 logt si
ottiene dy = dt/t e logt = y — 1, ovvero

¢logt 2 1 2 2

/ —f V14 (1+logt)2dt = / (y—1)V/1+y2dy = 5@ +y?)3/2 —/ V14 y?dy;
1 1 1 1

per il secondo addendo si osserva che, mediante la sostituzione y = sinh s,

/vl—i—ygdy = /cosh2sds:sinhscoshs—/sinhzsds

= sinhscoshs — /(cosh2 s—1)ds

_ yw_/\/Wdy—karcsinhy,

ovvero

2
1 2
/ V1+y2dy = (y\/l—i—y?—l—arcsinhy—i—C)’l .
1

O |

Pertanto

¢ logt 2 1 1
%\/l—l—(l—l—logt)?dt:g\[—éﬂ—g(arcsinhQ—arcsinhl).
1

*) Sia
v:00,1] = R?, () = (¢£,¢) .



Calcolare

: . 10%/2-1
Risposta: =——.

*) Sia

Calcolare

Risposta: (11v/2 — 4)/15.

*) (a) Determinare (purché esistano) i valori di A € R per i quali la forma
1 1
w(x,y) =—dz+ (Aary+ ) dy
Z Yy
¢ chiusa in D = {(z,y) e R*: >0, y > 0}.
(b) Calcolare

/ 1dx+<xy+1dy>, B={(z,y) eR*: (z-2)*+(y—3)? <1} .
oBt T Y

0=20 (1/3:) Op(Azy+1/y)=Ay <<= A=0.
(b) Utilizzando il teorema della divergenza

1 1
/{93+xdm+<my+y> dy—//ydmdy

e passando in coordinate polari, ( = (2+rcosf,3 + rsinb),

27r
//ydmdy—/ / r(3+rsinf) df dr = 3w .

*) Determinare (purché esistano) i valori di A € R per i quali la forma differenziale

w = ! ((sm(?l‘y) + a:y) dx + z* dy)

cos?(zy) 1+ A2
¢ esatta in D = {(z,y) € R?: |[2zy| < 7}.

Risposta: A = +1.




*) (a) Determinare una primitiva della forma differenziale

x
w(z,y) = arctan(y) dz + (1 vy + 3y> dy .

(b) Sia 7y : [0,1] — R? la curva definita da v(t) = (log(e +t),1 — t). Calcolare

*) Siano
2 2
==Yy
w= Ty (ydx — x dy)
e
3 9 )
v 7,27T — R, y(t) = (2 +cost,2 +sint).
Calcolare

Si cerca, se esiste, una primitiva U di w: integrando rispetto a x

$2—y2 1 y T y

da cui ) )
z 1, y -z ,
Uy:*?+;+0(y): - +C'(y),
quindi
z? — y2 /
dy = — dy < C =0.
Uydy o Y (y)

Percid w ¢ esatta e U(x,y) = vt 4 4 C. Si ha quindi

[o=vtem) - vaen2) =Ue2) - v = -,
i

*) Sia w la forma differenziale in R? definita da
3
w= (A(ny + 92 4+ 1) 4 2e¥ — yex)dm + (% + 2zy + B(2we? — ex)) dy

e sia 7y : [O, g] — R? la curva definita da

~(t) = (cost,sint).



7

Determinare (purché esistano) i valori di A € R e B € R per i quali w ¢ esatta in
R2: per tali valori, calcolare

Risposta: A =B =1; —4.

*) Calcolare

/8D+Z4—;;2 15’ D={zeC: |2/ <2}.
Si ha
s2—-35—18=0 <= s=6 oppure s= —3.
Percié
2 -32-18=0 <= 2=z, i=1,....4,
dove
21:\/6, 29 = — 6, ZgZi 3, Z4:—i\/§

che sono i quattro poli (del primo ordine) della funzione integranda. Poiché z1, zo &
D, 23,24 € D,

R(zs) I z— 23 I 1 )
z = 1m ————F—— = 1m ==
VT a3 18 sa (22— 6)(2+iV3)  18V3
€
— 1 ]
R(zg) = lim ——— 4 — lim - !

Szl =322 18 som (22— 6)(z — iv/3)  18V3
si conclude che l'integrale vale 0.

*) Calcolare

dz
_ D:{ C: -1/ < 3}.
/@D+z2—3iz—2 2€C: e -1/ V3

Risposta: —27.

*) Sia @ C C il quadrato di vertici +1 + 4. Calcolare

cos z
/ 5 dz.
+0Q ~

Risposta: —im.

*) Sia @ C C la corona circolare di centro l'origine e raggi 1/2 e 3/2. Calcolare

sin z
d
LaQ B (2+i)2 1202



Risposta: 2msin(i)/(i — 2).

*) Determinare la trasformata di Laplace della funzione
re3®  sex €0,2]
0 altrimenti.

00 2
L[f](p) :/0 f(x)e™ dx :/0 2eBPT g

e integrando per parti si ottiene
+ (5 — 2p)ebf—2p

£l

(si osservi che l'ascissa di convergenza ¢ —oo poiché f ¢ a supporto compatto; lo
studente controlli che la singolarita di L[f](p) in p = 3 ¢ apparente e quindi L[f](p)
¢ analitica in tutto C).

*) Determinare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f : R — R periodica di
periodo 27 definita da

La funzione ¢ pari, quindi si sviluppa in serie di soli coseni. Si ha

1 [™/2 1
agy = / 1dx ==,

™ J—n/2 2
1 7_(_/2 1 7T/2 2
ap = / cos(kz) dex = — sin(kx) = —sin (lm) , k=1,
T J—r/2 km w/2 ke 2
ovvero
0 se k =27, S0
ap = 2(—1)7 o J =Y.
S k=2j+1,
Percio A
1 2 i cos (25 + 1)x).
2 T = (2]



