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E interessante tornare all’esempio precedente, relativo all’equazione ditferenziale lineare del primo
ordine

(23.24) gl ,,év_\. = senx,

ed osservare la figura 3.7, eseguita al computer, dove sono :;appt'esentate in uno stesso sistema di riferi-
mento pilt soluzioni y(x) = (x4-c)senx, al variare della costante fra i valori ¢ = 1,2,3,4,5. Si noti che
in corrispondenza del punto iniziale .y = 0 (ed anche per xg = %) il problema di Cauchy associato
all’equazione (23.24), con dato iniziale y{xp) = 0, non ha unicith. Il problema di Cauchy associato
all’equazione (23.24) non ha invece esistenza se il dato iniziale y(xp) & diverso dallo zero.

Il motivo risiede nel fatto che il coefficiente dell’equazione ap(x) = —1/rgx non & continuo per
x=km, con k € N. Al contrario, tale coefficiente pud essere esteso con continuita anche ad esempio nei
punti xp = £7/2, ed in corrispondenza di tali punti le soluzioni in figura 3.7 non evidenziano alcuna
singolarita.

24. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine omogenee
Un’equazione differenziale lineare del secondo ordine & del tipo
(24.1) ¥+ a(x)y' +ap(x)y = g(x) ,

con aj(x), ao(x), g(x) funzioni continue in un intervallo [a,b]. L’equazione omogenea asso-
ciata & data da

(24.2) vy +ay(x)y'+ao(x)y=0.

In questo paragrafo studiamo {’integrale generale dell’ equazione omogenea (24.2), ciod
I'insieme di tutte le soluzioni di (24.2). Ricordiamo che una soluzione dell’equazione dif-
ferenziale (24.1) (rispettivamente (24.2)) & una funzione y = y(x), derivabile due volte in
[a,b], che soddisfa la condizione (24.1) (rispettivamente (24.2)) per ogni x € [a, b].

Con la terminologia degli spazi vettoriali, cominciamo col ricordare che due funzioni

y1(x),y2(x), definite in un intervallo [a, b], si dicono dipendenti se esistono due costanti ¢ 1,3,
non entrambe nulle, tali che

(24.3) c1yi(x)+cay2(x) =0, Vx € [a,b].

In caso contrario le funzioni y;(x),y2(x) si dicono indipendenti. Pertanto y|(x),ya(x)
sono indipendenti in [a,b} se la condizione (24.3) implica che ¢ = ¢; = 0.
Un criterio per stabilire se due funzioni siano indipendenti in un intervallo [a,b] & enun-

ciato nel risultato che segue. A tale scopo definiamo il determinanie wronskiano W (x) di due
funzioni derivabili y;, y»
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! CONDIZIONE SUFFICIENTE PER LA INDIPENDENZA DI DUE FUNZIONI. — In-
dichiamo con W (x) il determinante wronskiano di due funzioni derivabili yy,y, in un

| intervallo [a,b]. Se esiste un punto xy € [a,b] per cui W (xq) # 0 le due funzioni y) (x),
ya(x) sono indipendenti in [a,b).

Dimostrazione: allo scopo di provare che le due funzioni v (x),v2(x) sono indipendenti, supponi
amo che esistano due costanti ¢, ¢, tali che

(24.5) ey (x) +eava(x) =0, Vx € [a,b
e proviamo che ¢; = ¢2 = 0. Infatti per derivazione da (24.5) otteniamo
(24.6) el (x)+eavh(x) =0, Vx € [a,b]

[l sistema delle due equazioni (24.5), (24.6) nelle due incognite ¢}, ¢2 € univocamente risolubile pe
X = xp. in base al teorema di Cramer, dato che il determinante della matrice dei coefficienti, uguale a
wronskiano W(xg). & differente da zero per ipotesi. Essendo il sistema omogeneo, I'unica soluzione ¢
cr=ea=10

Con il risultato seguente mettiamo in luce una proprieta di dipendenza o indipendenz
relativa non a funzioni qualsiasi, ma a soluzioni dell’equazione omogenea (24.2). Riportiam
tale risultato per completezza, senza dimostrazione in questa sede, ricordando che il pro
blema ¢ affrontato in generale, nel caso delle equazioni differenziali lineari di ordine n, nel
paragrafo 33 in appendice. In ogni caso la caratterizzazione che segue non viene utilizzat
esplicitamente nel resto del paragrafo.

CARATTERIZZAZIONE DELL'INDIPENDENZA DI DUE SOLUZIONI. — Siano
yi1(x),y2(x) due soluzioni dell’equazione differenziale lineare omogenea del secondo
|l (24.2) ordine in un infervallo [a,b). Le seguenti condizioni sono fra loro equivalenti:

(a) le soluzioni y(x),y2(x) sono indipendenti in [a,b];

(b) esiste un punto xq € [a,b] per cui W(xp) # 0;

(¢) W(x) # 0 per ogni x € [a,b].

Come gi detto, non diamo in questo paragrafo la dimostrazione di questa caratterizzazione (che
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che I'implicazione (c) = (b) & ovvia, rimarrebbero da provare le implicazioni (a) = (b) = (¢) o, pin
semplicemente, (a) = (¢).

I : T
| INTEGRALE GENERALE DELLE EQUAZIONI LINEARI OMOGENEE DEL “
SECONDO ORDINE. — Siano Yi(x),y2(x) due soluzioni dell’equazione differenziale |
|l lineare omogenea del secondo ordine (24.2) in un intervallo [a.‘b}. Se il determinante |
"} wronskiano W (x) di yy,y> é diverso da zero per ogni x € [a,b], allora I'insieme di tutre ‘
le soluzioni dell’equazione (24.2) ¢ daio dalla famiglia di funzioni

| (24.7) c1y1(x) + caya(x)
|
Il
l‘ al variare delle costanti C1,C3.

Dimostrazione: sia u(x) una funzione derivabile due volte, soluzione dell’equazione differenziale
lineare omogenea (24.2); occorre dimastrare che 1 si rappresenta nella forma (24.7). cioé occorre di-
mostrare che esistono due costanti ¢}, ¢ tali che

(24.8) u(x) =cyvi(y) + cavafx) .
Prendiamo in considerazione il sistema in due equazioni, nelle due incognite ¢ (x ). 2(x),
Cp(x)y () +ea(x)ya(x) = uly)

(24.9)
() (x) +ea (x)vh(x) = o (x)

Per ipotesi, il determinante wronskiano W(x) di vj.v & diverso da zero per ogni x € [a,b]. Tale
determinante wronskiano W( v) & anche il determinante della matrice dei coefficienti del sistema (24.9):
per il teorema di Cramer esistono quindi funzioni ¢ (x),ea(x) che soddistano il sistema (24.9) e che,
per la nota formula risolutiva di Cramer, sono funzioni derivabili (perché tali i coefficienti ed i termini
noti u(.x). u'(x)).

Deriviamo entrambi i membri della prima equazione in (24.9). Tenendo anche conto della seconda
equazione otteniamo

”’("‘) = ('Il ("v)."l (xX)+ep(x )\r| (x)+ ¢"'2 (x)yva(x) + (&) (\)\"3 (x) =

(24.10)

= () (v) + ch()va(x) +u'(x)
da cui
(24.11) e (X)) () + ¢4 (x)ya () = 0.

Analogamente, derivando entrambi i membri della seconda equazione in (24.9), otteniamo

(24.12) " (x) = e () (0) 4 e (D () € (30wl () 4 ea () v ¥ () =
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tenendo conto che vy (x).y2(x) sono soluzioni dell’equazione differenziale (24.2) abbiamo
a(x)  =ef (o] () F e )y () + e (x)vh (x) + ea(x)yh (x)
(24.13) = ¢¥) Fehvh —eilay!, +agyi) —ealaryh +agya) =
= (JI—‘Jl + ('E_\"I — i) (r'|r\"| +('37\"'2) —dp(cpyy +cava) .
e, ricordando 1l sistema (24.9),
(24.14) W) =yl ehys —apid (v) —agu(x)

; . e L g
Finalmente. essendo anche u(x) soluzione della stessa equazione differenziale (24.2), risulta i’ (x)
—ayil' (x) — agu(x), da cui

(24.15) chi¥iehys =40,

Siamo vicini alla conclusiene. Infatti le due condizioni (24.11), (24.15) si possono associare nel

sistema - ﬁl (x },"I (x) + l.n'z(_‘ )7‘-2(_\—] =0

1 Vx € [a.b] ;
(24.16) ] : ==
) (¥) +ea(x)yaly) =0

il determinante wronskiano W (x) della matrice dei coefficienti & diverso da zero per ipotesi; dato che il

ey : S ppe— T CTaa e L e o
sistema ¢ omogeneo. |'unica soluzione e ¢ (v) = ¢5(x}) = 0. Pertanto ¢ (x) = costante = ¢, ca(x)
costante = ¢a, e vale la formula di rappresentazione che volevamo dimostrare 1(.x) = ¢y (x) + cava(x).

Osserviamo che la condizione che il determinante wronskiano W (x) delle due soluzioni
y1,y2 sia diverso da zero ha una rilevante conseguenza nella risoluzione del corrispondente
. 14 . . L ) ," i ) .
problema di Cauchy, di punto iniziale xp € [a,b], con yg,) o umeri reali assegnaii,

v+ a (x)y' +ap(x)y =0
(24.17) y(x0) = yo
y(a0) =34

Infatti sappiamo che 1'integrale generale dell’equazione differenziale & dato da ¢y (x) +
o 1 1 1 - ] o) — y -}
c2y2(x), al variare delle costanti ¢, ¢2. Possiamo quindi trovare una soluzione y(x) = €11 (\) ;
L;);( v), scegliendo le costanti ¢y,c2 opportunamente, in modo da soddisfare le condizioni

¥(x0) = e1y1(xo) + c2y2(x0) = yo
24.18)
( '\J(m) — Cl)’,('\'(J) 4+ 52)’5(4’0) = _\:6

Le costanti ¢|,c; sono determinabili (ed in modo univoco) perché il 51stema} (24.18) ha
una matrice dei coefficienti il cui determinante & appunto il determinante wronskiano W (xp),
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Siamo ora in grado di esprimere in forma esplicita /'integrale generale dell’equazione
omogenea (24.2), cioé I'insieme di tutte le soluzioni di (24.2), nel caso in cui I"'equazione
abbia i coefficienti ay(x),ag(x) costanti. Consideriamo quindi I’equazione differenziale

(24.19) y'+ay' +agy =0,

con coefficienti a;,aqy costanti. Si noti che, se interpretate come funzioni, le costanti a;,ag
s_ono definite su tutto R; pertanto esprimeremo le soluzioni dell’equazione (24.19) come in-
sieme di funzioni definite su tutto 1’asse reale.

All’equazione (24.19) associamo ['equazione caratteristica

(24.20) A +al+ag=0

che & un’equazione algebrica di secondo grado nell’incognita A, le cui soluzioni sono date
da

S B, = 2
(24.21) = ATV, Taty e~ da

) o s —

nel caso in cui il discriminante A = a? —4ap > 0. Naturalmente, se A = ai —4ay = 0
I'equazione caratteristica (24.19) ammette come unica soluzione il numero reale

(24.22) A=-4.

5 S i e
{.nﬁne se A L 4ag < 0, 1a (24.19) non ha soluzioni reali, ma ai fini della risoluzione
dell’equazione differenziale corrispondente sono utili le quantita

2
(24.23) 0=-9 g VA _ VZatda

27 2 2

(rispettivamente, parte reale e coefficiente della parte immaginaria dei numeri complessi
A1, A2; ciog, con le notazioni dei numeri complessi, risulta A; = o.— i, 2 = o+ iB).

CARATTERIZZAZIONE DELL'INTEGRALE GENERALE DELLE EQUAZIONI |
LINEARI OMOGENEE DEL SECONDO ORDINE A COEFFICIENTI COSTANTL
— Tutie le soluzioni dell’equazione lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti
costanti (24.19) sono espresse dalla famiglia di funzioni definite su R

(24.24) creMt 4 cpeher se >0,
(24.25) c16M + coxe, seA=0,
(24.26) c1e® cos Bx + c2e™sen fx, se A<,

a{ variare delle costanti cy,cy, dove A, Ay, A, 0, B,A sono le quantita sopra defi-
nite, associate all’equazione caratteristica (24.20).
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Dimostrazione: basta applicare il risultato, stabilito precedentemente, di rappresentazione dellinte-
grale generale dell’equazione omogenea. A tale scopo notiamo che la tesi fornisce nei tre casi I'integrale
generale nella forma ¢y (x) 4+ ¢ava (). con vy {x),ya(x) funzioni opportune. Verifichiamo quindi che,
in tutti e tre i casi, vy (x),v2{x) sono due soluzioni dell’equazione differenziale lineare omogenea del
secondo ordine (24.19) e che il determinante wronskiano W (x) di v|, > & diverso da zero per ogni x € R.

Se A > 0, 'equazione caralteristica (24.19) ammette due soluzioni reali distinte A}, A2 in corrispon-
denza otteniamo le funzioni vy (.x). v2(x) date da

(24.27) la) =etY,  agla)=ele,

Verifichiamo che, ad esempio, v (x) & una soluzione dell’equazione differenziale. Risulta infatti
Vix)=Aeh, A= ?&fel“"_ da cui '

(24.28) W ay) +agy) = M +aghy +ag) =0,

perché A; & una soluzione dell’equazione caratteristica A + ajh+ay = 0. Inaltre, il determinante
wronskiano W (x) di v, y» e diverso da zero per ogni x € R, infatti

yi(x)  wvafx)
W(x) = =y (O)rh(x) — ya(a)y (x) =
(24.29) I ¥ ()

- ?\.3(‘1"‘-("1:"- — ‘,l\‘\(,lz.\ =R —Xi ){,M ¥ gha

e tale quantita & differente da zero perché A # L.
Se A = 0, occorre considerare le due funzioni

(24.30) yike) =€, yax) = e,

con unica A soluzione (doppia) dell’equazione caratteristica (24.20). Che y(x) = M sia soluzione

dell’equazione differenziale si verifica come fatlo sopra. Esaminiamo quindi il caso di ya(x) = yeM,
Otteniamo y5(x) = M A ya(x) = 2heM 4 W 2xe™ da cui

vi4ayyh +agyr = ek‘[EPL—I—?Lz.\'—I—al (14 Ax)+aga] =
(24.31)
= el"[{lz +a htap)x+2h+ay] .

Risulta A -+a; A+ ag = 0 perché A & soluzione dell’equazione caratteristica. Inoltre, essendo A = 0,
risulta

h_ﬂf
=—UEVD -

(24.32) =5

da cui 2A+a; = 0. Pertanto _\"3' +(l|_\"'2 ~+agya = 0 e anche y»(x) € soluzione.
11 determinante wronskiano W (x) di v, va & diverso da zero per ogni x € R, infatti

wx)  va(x)
W (x) = = v (x)yh () — v (x)y) (x) .
(24.33) yi(x) x5(x)

= (,?\.\-(ek\' i A_\'E:U) = e 2 #£0.
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Se A < 0. le funzioni da prendere in considerazione sono
(24.34) ¥i{x) = ™ cos Bu, y2(x) = ¢“FsenPr.

larifichi: she: ad ee i . 5 i ¥ :
Verifichiamo che, ad esempio, vi(x) & una soluzione dell equazione differenziale. Risulta infatti

24 25
(24.35) v (x) = 0™ cos P Be™ sen P,
3 n |
(24.306) v = o e™ cos By — 20Be™ sen By — P2 cos By,
da cui
(24.37) Yitai +apy =

= e [(a2 =+ aya +ap)e™ cos P — (20 + o) B sen Py .

B T =

2 2

Ricordando che

(24.38) =

risulta inoltre

9 ) l
A4 2 2 2 ay ay |
(24.39) o ——[3*+i:|£r.—i—cn,; 4—’— %’ﬂ_‘%qu,“;()_
By (
(24.40) 208 +P = B(—ay+a;) =0
) ! RS
quir N+ =0'eT: B2 i i i i
juindi v +ayy | Fapyy = 0 e la funzione v (x) & soluzione dell equazione differenziale,

= Rimane da provare che il determinante wronskiano W (x) di yj.ys & diverso da zero per ogni v € [2:
infatti si ha g pErogm x € I

¥ilx)  yalx) ‘

Wi(x) = =) (.\'JA\"J(.\'J — V5 (o )_\"l ()=
\"](1) ‘\"3(\)
{24.41) = ¢™" cos Br(oe™ sen By + Be™ cos i) —

—e“ sen Bx(0e™ cos Bx — Be™ senfr) =
20 b <
= Be*®(cos* Br+ sen”fx) = B0 £ ()
perché B = /—=A/2 £ 0.
Terminiamo il paragrafo esaminando come applicare su degli esempi la caratterizzazione

sopra provata, dell’integrale generale delle equazioni lineari omogenee del secondo ordine a
coefficienti costanti.

E.sen'lpm. Risolviamo le seguenti equazioni differenziali lineari omogenee del secondo ordine a coeffi-
cienti costanti

(24.42) _\'” — 2\' =
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(24.43) Y29t =10

(24.44) e e S e

(24.45) y'4+2y=0;

L’equazione differenziale (24.42) ha come corrispondente equazione caratteristica I’'equazione al-
gebrica di secondo grado nell’incognita A

(24.46) A2-2=0,

che ammetie le due radici reali distinte & = -£+/2. In corrispondenza 1'equazione differenziale (24.42)
ha come integrale generale la famiglia di soluzioni (si veda anche la figura 3.8), al variare delle costanti

reali ¢y, c2,

3(x) = creV2 4 cpeVE.

(24.47)
Ay Ay
c,>0 =
c,=0 c,>0
\—-_-__ - _.__.__.__.—F/ =
[ X' == T X
c,<0 c,<0

Figura 3.8

L’equazione differenziale (24.43) ha come equazione caraiteristica I’equazione di secondo grado
(24.48) M42A=AA+2)=0,

che ammette le due radici reali distinte, date da A} = —2, Ay = 0. Pertanto I'equazione differenziale
(24.43) ha come integrale generale la famiglia di funzioni y = y(x), al variare delle costanti reali ¢y, ¢2,

(24.49) yx)=cre ¥ 4oy

Invece I’equazione differenziale (24.44) ha come corrispondente equazione caratteristica I’equazione
algebrica
(24.50) AZ—2h+1=(A-1)2=0.

Siamo nel caso A = ); I’'equazione caratteristica ammette la radice (doppia) A = I e I’equazione
differenziale (24.44) ha come integrale generale la famiglia di soluzioni

(24.51) )!(\'):C]("V‘l coxe' |
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al variare delle costanti reali ¢y, ¢, (come in figura 3.9),

Infine I'equazione differenziale (24.45) ha come equazione caratteristica I'equazione di secondo
grado

(24.52) M+2=0,
che non ammette radici reali. Essendo A < 0, accorre calcolare le quantiti

(24.53) a=-% =0, p=YA_vE_ 5

e, in corrispondenza, le due soluzioni

6 =0, =1 ‘Py =1, ¢=-1 8y

y(x) = xeX Y(x) = (']4)() gr

Figura 3.9

(24.54) Y1(x) = €™ cos Bxr = cos /2, y2(x) = e*sen fx = sen v/2x

L'equazione differenziale (24.45) ha come integrale generale la famiglia di funzioni (si veda la figura

c,>0 ﬂy &= Ay .

/\ 2 \C2>0 /\mﬁ‘
53 &

C2=0

Figura 3.10
3.10), al variare delle costanti reali C1, 63,
(24.55) ¥(x) = ¢| cos V2x+ caseny/2x .
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25. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine non omogenee

Siano a;(x), ao(x), g(x) funzioni continue in un intervallo [a,b]. Come mostrato nel
paragrafo 22, I'insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale lineare non omogenea
del secondo ordine

(25.1) ¥ +ai(x)y' +ao(x)y = g(x)
si rappresenta considerando I’equazione omogenea associata
(25.2) y'+ai(x)y’ +ag(x)y=0.

Infatti I’integrale generale dell’equazione differenziale (25.1) & dato dall’integrale ge-
nerale della equazione omogenea (25.2), sommato ad una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea (25.1).

Se y; (x),y2(x) sono due soluzioni dell’equazione omogenea (25.2) in [a,b]. con determi-
nante wronskiano W (x) di y;,y2 diverso da zero per ogni x € [a,b|, allora I'integrale generale
dell’equazione (25.2) & dato dalla famiglia di funzioni

(25.3) c1y1(x) +cayz(x)

al variare delle costanti ¢y, c2. Indicando con ¥(x) una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea (25.1), I'integrale generale dell’equazione data (25.1) si esprime quindi nella
forma

(25.4) c1y1(x) +cay2 (%) +3(x)

al variare delle costanti ¢;,c; € R.

Rimane quindi da determinare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
(25.1).

Nella seconda parte di questo paragrafo descriviamo un metodo generale, detto della
variazione delle costanti e dovuto a Lagrange, che consente di determinare una soluzione
particolare ¥(x) dell’equazione non omogenea, a partire da due integrali linearmente indipen-

denti yy, y2 dell’equazione omogenea associata.
Comungue osserviamo preliminarmente che esistono dei casi particolari in cui & possibile
determinare in modo diretto una soluzione. Esaminiamo di seguito alcuni esempi.

Esempio 1. Determiniamo 1'integrale generale dell’equazione differenziale lineare del secondo ordine
non omogenea

(25.5) Y2y ty=x+4x—1.

Come indicato nel paragrafo precedente, si verifica che I’equazione omogenea associata ammette
integrale generale dato da

(25.6) cyi(x) +aya(x) = cre~" +coxe™

al variare delle costanti ¢,c7. Dato che il secondo membro dell’equazione (25.5) & un polinomio,
ricerchiamo una soluzione particolare ¥(x) di tale equazione non omogenea sotto forma di polinomio,
con coefficienti da determinare, della forma

P 1 T el it U o L T, Sl T
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Derivando si ottiene

(25.8) ¥ (x) = 2ax + b, y'(x)=2a,

e, sostituendo nell’equazione (25.5),

V' +29' +y=2a+4ax+ 264 ax® + bx+ e
(25.9)

=2a+2b+c+ (4a+b)x+ax? .

Affinché 3" + 25 + ¥ sia uguale al secondo membro g(x) = 2% +4x — 1 nell’equazione differenziale
data, accorre che siano soddisfatte le condizioni

2a+2b+c=—1
(25.10) da+b=4 ;
a=il
le quali permetiono di determinare i coefficienti incogniti @ = 1, b =0, ¢ = —3. Quindi Iintegrale

generale dell’equazione differenziale (25.5) & il seguente
(25.11) c1y1(x) +eaya (x) +9(x) =cre ™ £ epxe ™+ 42 — 3,
al variare delle costanti ¢}, ¢» € R.

. Il metodo proposto nell’esempio 1 si applica anche ad altri casi con delle eccezioni che
in questa sede non esaminiamo. Ad esempio, quando il termine noto & della forma

g(x) = asenx+Bcosx,

8(x) =e™,
(25.12)

g(x) = polinomio - (ctsenx + B cos x) |

g(x) = polinomio- ™" .

Esempio 2. Determiniamo I"integrale generale dell’equazione differenziale
(23:13) y4y' +2y=2cosx.

Con i metodi del paragrafo precedente si verifica che I’equazione omogenea associata ammette integrale
generale dato da

5%

(25.14) 131 (x) +eaya(x) = cye™2 cos 4,\-'—;— cre 2 sen Q\

al variare delle costanti ¢}, c5. Dato che il secondo membro dell’equazione (25.13) & del tipo oseny +
B cos.x, ricerchiamo una soluzione particolare y(x) sotto la forma

(25.15) ¥(x) = asenx—+b cos x
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con coefficienti a, b da determinare. Derivando si ottiene

(25.16) y'(x) =acosx—bsenx  ¥'(x) = —asenx—bcos x,

e, sostituendo nell’equazione (25.13),

¥"'4+5'+2y = —asenx—bcosx+acosx—bsenx+2asenx+2b cos x =

(25.17)
= (a—b)senx+ (a+b)cos x.

Affinche ¥ + ¥ + 27 sia uguale al secondo membro g(x) = 2 cos x nell’equazione differenziale
(25.13). debbono risultare soddisfatte le condizioni

a—b=0
(25.18) )
at+b=2

le quali forniscono i valori ¢ = 1, b= 1. Quindi I'integrale generale dell’equazione differenziale (25.13)
& il seguente

c1y1(x) +eaya(x) +7(x) =

V1

(25.19)
= cje ¥ cos 4.\' +cae™ ¥ 2sen S5 Xx+senx+cosx,

al variare delle costanti ¢1,c2 € R.

Consideriamo ora il metodo della variazione delle costanti per determinare una soluzione
particolare dell’equazione non omogenea a partire da due integrali linearmente indipendenti
v1,y2 dell’equazione omogenea associata. Come in precedenza, studiamo I’equazione lineare
del secondo ordine

(25.20) ¥4 a (x)y' +ap(x)y = g(x),

con ay(x),aop(x),g(x) funzioni continue in [a,b]. Siano y;(x),y2(x) due soluzioni in [a,b]
dell’equazione omogenea associala; ciog sia in [a, b

(25.21) yi+a (x)yl+ag(x)yi =0, i=172.

Supponiamo che y;(x),y2(x) abbiano determinante wronskiano diverso da zero. Cerchi-
amo una soluzione della (25.20) sotto la forma

(25.22) y=c1(x)y1+eax)ya,

con ¢ (x),ca(x) funzioni derivabili in [a,b], da determinare. Imponiamo su ¢ (x),c2(x) la
condizione che la funzione si possa derivare come se le ¢;(x) fossero costanti, cioé in modo
che

(25.23) y' = e1(x)y] +ealx)yh s
cid equivale ad imporre che

(25.24) LTI TE S
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Derivando rispetto ad x la (25.23) si ottiene
(25.25) Y =@y +ea(x)ys +ei )y +eal)ys -
Pertanto la funzione y data dalla (25.22) risolve I’equazione (25.20) se e soltanto se
1 (0 + a1 (x)y} +ao(x)y1) + c2(ys +ar (x)yy + ao(x)y2)+

(25.26)
+ei () ey =glx) s

e quindi, per le (25.21), se e solo se
(25.27) ¢l (xX)y] +ch(x)yh =gx) .
11 sistema costituito dalla (25.24) e dalla (25.27)

[ i@y +ci(x)y=0
(25.28) ,
()] +chx)ys = glx)

considerato nelle incognite ¢’ (x),c’(x), ha soluzione unica perché il suo determinante & il
wronskiano W (x) di y1 e y2, che, per ipotesi, & diverso da zero. Le soluzioni sono, per la
regola di Cramer,

0yl
(25.29) ch(x) = 3(«1‘11/(1;;(-*')
yi(x) 0
(25.30) = )”I(J‘t;(x;z(\)

Esempio 3. Applichiamo il metodo di Lagrange all’equazione lineare non omogenea del secondo ordine
(25.31) ¥4y = e -

Poiché I’equazione omogenea associata ammette i due integrali linearmente indipendenti
(25.32) y1(x) = cos x, y2(x) =senx,

cerchiamo una soluzione particolare della (25.31) sotto la forma
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in modo che le derivate ¢ '1 (x) e c5(x) delle funzioni ¢ € ¢3 da determinare soddisfino il sistema
¢! (x)cos x+ ¢ (x)senx =0
(25.34) :
—c 1l (x)senx+ch(x)cos x = 1/senx
Risolvendo con la regola di Cramer, si trova
(25.35) gl == ehix) =S85,
ed integrando ¢{(x) = —x, €2 (x) = log |senx|. Pertanto un integrale particolare dell’equazione (25.31)
& dato da
(25.36) y(x) = —x cos x+ senx - log senx| .

26. 11 teorema di Cauchy di esistenza e unicita locale

Iniziamo da questo paragrafo lo studio di equazioni differenziali non lineari. Abbiamo
gia osservato nell’introduzione al presente capitolo che, per una generica equazione differen-
ziale non lineare, non & ragionevole aspetiarsi in generale che una o pitt soluzioni siano defi-
nite in un intervallo assegnato a priori, ma che invece le soluzioni risultano definite soltanto

in un intorno di un punto iniziale assegnato.

Ci poniamo quindi il problema della risoluzione locale, o in piccolo, di una data equa-
zione differenziale non lineare. Ciog determineremo I’esistenza, o una rappresentazione
esplicita, di una o piu soluzioni in un intorno del punto xg contenuto nell’intervallo dove

I’equazione & definita.
Dimostriamo in questo paragrafo il teorema di Cauchy, di esistenza e unicita locale, per

una equazione differenziale del primo ordine, in forma normale, del tipo

(26.1) Y =fxy)-

Fissati due numeri reali xy € yo. supponiamo che la funzione f sia definita in un intorno
rettangolare [ x J del punto (x0,y0) € R? (come in figura 3.11), di espressione analitica

(26.2) IxJ={(xy) eR: |x—x <a, ly —yo| <b},
essendo a,b > 0 numeri reali fissati e /,J gli intervalli in R

<a}, J={yeR: |y—yl <b}.

(263) I'= {X clR: |.¥—J\‘u

Supponiamo inolire che

(26.4) f(x,y) sia continua nel rettangolo I x J

e che sia Lipschitziana rispetto a y uniformemente per x € I, nel senso che esiste una costantj

L > 0 tale che
e =N\ Pt Y — Bl Flvy “V?,' .
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