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S

Supponiamo ora che S sia una superficie generalmente regolare, cioé 'unione di
un numero finito di superficie regolari 515 8,-..,8,, (con i relativi'domini base mi-

traverso la scelta di una delle pagine da indicare
un orientamento sulle superficie componenti: si
pagine positive. Si pone allora per definizione

ome positiva) +S5; cid jduce”
+8),+85,,...,+5,, lezi

+5 “=3
/

Osservazione I - Per H,m.wv:nm_uwmﬂm della (7.2.7) si & s
superficie a due pagine, in modo/da poterne scegliere yda ‘come positiva. Tale
condizione potrebbe sembrare M\ﬁ@mwmsm, ma cosi non &,/Esistono infatti superficie
“unilatere” cioe ad una sola pagina. )

L’esempio pit classico &4 cosiddetto nastro di Mébius, riportato nella figura
7.2.1. Esso puod oOmSEwm\@ a partire da una strigcia di carta a forma di rettan-
golo molto allungato, ché & una super- g
ficie a due pagine: quella superiore om-
breggiata, quella inferiore bianca. Siano
A, B, C, D i vertici siccessivi (fig. 7.2.2).
Posta la striscia i IR? la si incolli lung
i lati minori in
B ed A con

4S5k

e una pagina del nast?o si fi-
continuita, per dipi fere allo
odo anche la parte pfecedente-
menté bianca. Dunque il naétro ha una

sol# faccia o pagina, quindi non & orien- :
. Fig. 7.2.1

7.3 Flusso di un campo vettoriale

Con le notazioni dei § 7.1, 7.2, sia S una superficie regolare con dominio base
misurabile. Orientata arbitrariamente S, sia +8 la pagina positiva e 7 la corri-
spondente normale positiva.

. = -
Sia @ un campo vettoriale definito in un insieme E C RR® contenente S; per

. - . - -
ogni z,y,z di F si abbia & = [X(z,y, z),Y(z,y,2), Z(z,y,2)], le tre funzioni
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X,Y, Z essendo funzioni continue assegnate. Cid posto definiremo flusso del vet-

tore (o del campo vettoriale) T attraverso la superficie 5, orientata secondo 7, la
quantitd scalare data dal seguente integrale superficiale

\M.m%ﬂ (7.3.1)
g

—3
ove l'espressione ¢ - 7ido prende il nome di flusso elementare.
E allora evidente, [vedi (7.2.3)] ricorrendo alle componenti X, Y, Z, la relazione

\.mv.mc,_qﬂ .\NA@AN+M\QN&H+N&H% ‘ C..m.mu
5 +5

cosicché all'integrale superficiale di una forma differenziale bilineare pud essere dato
il significato di flusso. :

Questo concetto, che ha notevoli applicazioni, ha origini “idrodinamiche” .

Supponiamo che lo spazio £ O § sia occupato da un “fuido” in movimento;
in tale caso chiameremo “flusso del fluide” attraverso la superficie S, la massa del
fluido che attraversa S nell’unitd di tempo entrando dalla pagina negativa, diminuita
delle massa che nello stesso tempo attraversa S in senso contrario.

Sia ¥ la velocita delle particelle nell’attraversare do; nel tempo unitario ogni
particella si sposta di 7 e quindi le particel-
le che attraversano do in questo tempo, sono
quelle contenute nel “prisma” (fig. 7.3.1) ot-
tenuto riportando da tutti i punti di do, nella
direzione di 7, segmenti di lunghezza |5]. 11
volume di tale insieme [area di base do, per
laltezza h = 771 & dato da ¢-7i do. Percid se
p & la densita del fluido, la massa passata at-
traverso do nell'unita di tempo, cio il flusso
elementare, & data da

pU - ndo.

—_—

Dopo cio il flusso (totale) attraverso la superficie S, posto & = p7, & dato
secondo la (7.3.2) da

\E. fide . (7.3.3)

s

7.4 Superficie coerentemente orientate; teorema di Stokes

In questo § tratteremo l'integrazione di forme differenziali bilineari di IR su
superficie regolari S dotate di bordo BS “sufficientemente regolare”.
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Riprendendo le equazioni parametriche di S [vedi ad esempio § 5.13]
r=z(uv), y=yluv), z=z2u1); (u v)e D, (7.4.1)

facciamo [ulteriore dpotesi che il dominio D sia regolare secondo la definizione
data nel § 6.4. Allora, poiché 8D & costituita da un numero finito di curve rego-
lari aventi in comune a due a due al pill i punti estremi, anche il corrispondente
(biunivocamente) BS sara costituito da un numero finito di curve regolari di IR,

aventi analogo comportamento. In tale circostanza si pud stabilire un orientamento
coerente tra la superficie S e BS.

Fissato su BS un arbitrario orienta-
mento positivo +BS5, associamo ad esso la
pagina positiva +5 della superficie data in
modo che (fig. 7.4.1) un osservatore che
percorra BS nel verso fissato come posi-
tivo +BS, camminando sulla pagina posi-
tiva +5, lasei “'interno” di S alla sua si-
nistra. Naturalmente, basta eseguire que-
sto accordo coerente tra +BS e +S in un
qualsiasi punto (non singolare) di BS. ¢

In termini geometrici tale coerenza si
pud precisare cosi: detto 7 il versore della
retta tangente a BS, in un punto P € BS, orientato come +BS ed indicato con & il
versore di una retta giacente sul piano tangente in P ad § , orientato positivamente
verso i punti inferni di S, si orienti in conseguenza la normale positiva i ad S in P
(ciot si fissi la pagina +S) in modo che la terna 7, 7, 7 sia disposta come la terna
T,, 2, cloé risulti (essendo 0 < 79 < 1)

sz Fig. 7.4.1

TAT-1>0. (7.4.2)

In particolare se 7 & ortogonale a 7, la terna “trirettangola levogira” 7, 7,7 &
sovrapponibile in direzione e verso (ciod & congruente) alla z,vy,z. E evidente che
invertendo 'orientamento di BS, si inverte anche quello di S e viceversa.

Tuttavia, scelta cosi la pagina positiva +5 di § , rimane da stabilire se 7 risulta
espresso da (7.1.4) o (7.1.5); & il problema che ci proponiamo di risolvere.

Ricordiamo che nel § 6.4, abbiamo stabilito
una volta per tutte un verso positive per la fron-
tiera di un dominio regolare D, cioé quello che
lascia I'interno del dominio “a sinistra”. Ciog,
detto @ un punto regolare di 8D ed indicati
con T, il versore della retta tangente in Q a D
orientato come +8D e con 7, il versore della
“normale interna”, la coppia Tos Uy risulta so-  ©
vrapponibile in direzione e verso alla coppia , v “
degli assi coordinati (fg. 7.4.2). Fig. 7.4.2

Per la corrispondenza biunivoca tra 8D e BES, se Q € 8D percorre 8D nel
verso positive +0D sopra definito, il punto corrispondente P € BS, pud percorrere

v

(N2
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il bordo BS in uno dei due modi seguenti:

1) P percorre tale bordo nel verso concorde a +BS (fissato all’inizio);

2) P percorre tale bordo nel verso opposto a quello di +BS.

Cid premesso possiamo risolvere immediatamente il problema del segno che
compare nelle (7.1.4) e (7.1.5) per il versore 7.

Teorema T7.4.] — Nelle ipotesi di regolaritd del dominio D, fissato arbi-
trariamente Uorientamento positivo del bordo +BS ed orientata coerentemente la
superficie S e detta +S la sua pagina positive ed 7i il relativo versore mm:a.aogim
(positiva) ad S, se all’orientarmento positivo +BS del bordo corrisponde biunivoca-
mente quello positive +8D del dominio base di S, risulta

7=(BP,AP)|P,AP,, YPeS; (7.4.3)
se invece a +BS corrisponde —0D si ha \
i=—(F,AP,)/P. \/\WL, VPES. (7.4.4)

Dimostrazione — Basta dimostrare E\@a relazione (laltra divenendo poi

immediata) in un punto P € BS. \ ) .
Osserviamo preliminarmente chege ¢J; & una qualsiasi curva regolare trecciat,

in D, sulla quale si sia stabilito un drientamento positivo del tutto arbitrario, detta

s lascissa curvilinea su C; si h \om@cmﬁci parametriche del tipo
. s € [a,b], 7/(7.4.5)

u=1(s) v=uv(s),

7 s
&Hiwvosamﬂdo al valore s, del parametro] il versore 7,
7a Cy, orientato nel verso delle s crescenpt €, dato da

7= (s, 0(5)]. / (746

ed in ogni punto Q@ € G

s,

5 moHimUoﬁam su S una curva regolare C d¥equazioni parametriche

()], s€lab], (T47)

s

.@\,...d?; y=1yluls),v(s)], z==z[uls

o =u'z, +v'z, Y =uy vy, F=uz +vz,
/' sono proporzionali ai coseni direttori ¢f 7, risulta (vedi ad esempi
“Analisi I™)
: — — -
F=wPy/+vP)/ WP, +vP
le derivate essendo tutte calgblate per s = s;. .
Pertanto, data Uarbitpirieta di Cy e di @ € C)y, si & mostrato che ad ogni rettta
orientata 7, (di versorg/,) spiccata da un punto Q € D (nel piano uv) corrisponde
su S una ben deteryinata retta 7 (di versore T) giacente nel piano tangente ad S
nel punto P corrispondente biunivocamente a Q.
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/

Allo stesso modo, operando su una curva per Q oiowasﬁ.m\m Cy in @, ed
indicato con 7, il versore della relativa tangente orientata in riodo che la coppia
Ty, Uy sia congruente alla coppia u, v, tenuto conto che

v = (-, ) (7.4.10)

come visto nel § 6.5, per il corrispondente versore 7 gul piano tangente in P ad S
si ha

7=(—v'P,+uP )| -/, +uF,.
Da (7.4.9) e (7.4.11) si ha percid

(7.4.12)

avendo indicato rispettivamente MMS p e q i fattori positivi che figlirano in (7.4.9) e
(7.4.11) e tenuto conto che ._<|uv¢> P,= .@.u mwe>ﬂ.c =0,P/AP, = Iﬂc>ﬂ¢.
Per le ipotesi poste su 4D, ipdi su BS, se To € il versore della retta tangente in
un punto regolare } € @D orientato nel consueto vers +0D, 7, & quello della
normale interna; T & allora/il versore della retta tangenté in un punto P € BS, che
per le ipotesi fatte & orightata come +BS; 7 & il versdre di una retta glacente sul
piano tangente in P ag’S, orientato verso I'interno ¢f S. Pertanto da (7.4.12) si ha
in virth di (7.4.3)

- o s — - —
TAV-i=pg|P, AP /P ANP,|>0,

ciot la (7.4.2)/quindi per ottenere 'orientamehto coerente (7.4.2) di +85 & necessario
scegliere peZ7i la determinazione (7.4.3). 0

* * *
/

Cid posto, ecco l'enunciato del teofema di Stokes:

Teorema 7.4.I1 — Se S ¢ una superficie regolare verificante le ipotesi del
teorema precedente e se X(z,y,z), Y(z,y,2), Z(z,y,2) sono tre funzioni teli da
aversi X,Y, Z, X X Y., Y,,2,,Z, € COA) ove A designa un CAPO CONNESSO
contenente S, sussiste la formula

0Z - 9Y B oxX 9z Y ox
-\AglﬂvmﬁménﬂnAMMIMVRN&H:TAIl!VRH&@I

-~ (7.4.13)

= \ Xdr+Ydy+ Zdz,
+8S

ove +S denota la paging positiva della superficie S orientata “coerentemente” al
bordo +BS secondo la convenzione stabilita,

Dimnostrazione — Con le ipotesi enunciate, la di
ci limiteremo percio ad esporla supponendo in pilic

trazione & molto laboriosa;
le tre funzioni z(u, v), y(u,v),
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z(u,v) siano dotate delle derivate parziali seconde miste T, Y, 7, N.:e continue in
D e che esistono anche le tre derivate parziali X, Y, Z, nass..ﬁm in A,
Bastera dimostrare separatamente le tre relazioni

9\ 9\
WN%%IWM%%H \ k%, ﬂ%%;lm%%u \:f
+5 % 4 +BS +5 +BS

mN mN \
| ||&m&H Am,
\. By m@am o H
45 +B

dalle quali la (7.4.13) segue per somma. Dimostriafo ad esempio la prima, le altre
due essendo perfettamente analoghe. .
Supponiamo anche che il verso +BS corrigponda biunivocamente a +8D, co-

sicché si possa utilizzare la (7.4.3). Si ha quipdi

\x%n\ﬁa?,s“@?;%,é hwmimm%v.
8D

+BS

Trasformando 'integrale a secondo membro in un integrale doppio mediante
le formule di Green-Gauss nel piano {teorema 6.4.II), risulta

‘\. N&HH\A\M w TAFS“@AFS_N?EZW|Mv+

+BS

3] mug ?EY%FS..«?E&%V dhvy =

= g \

X 8z 09X 8y mkmnvme L 9%z
- OO UAOY | B0 G200 . s +
I\,\W\Ahmamﬁ.,.m@mﬁnrmwmﬁ mc+ dudv

X0z 90Xy 0X8z\dz _ Oz
A.@ﬂwﬂr@l@% 3250 )3u "~ Budv

dudv =

Tenuto conto che in virth di (7.4.3) sl ha

__{/ L M N un
"= A,\wfifzﬁ VIT+ M2+ N2 /L2 4+ M2 4+ N?

PR e
='(cos ZTn, cos Yn, cos ZN) ,

) Cosicehé, complessivamente, si ha X,Y, Z € Ct(A).
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sl pud scrivere

; ox
S YT — anmm.mv VL2 4+ M2+ N2d

Oy

o0X
——CO
By SZT
.5), quest'ultimé integrale non tro che l'integrale superficiale

O

I teorema di Stokes assume una interessante forma vettoriale suscettibile di
notevoli applicazioni. Seguiremo pertanto le notazioni dei §6.3e7.3.

— —

Nell’aperto connesso 4 C IR? sia assegnato un campo vettoriale f = f(z,y, z)
e sl abbia V(z,y,2) € A .

fle,v,2) = [X(z,9,2), Y (9, 2), Z(2, 1, 2)], (7.4.14)
ove X,Y, Z, D, T GBS A Y Z,, siano funzioni continue in A.

Introdotto il rotore di f dato (con ovvio significato dei simboli) da

rot f=(2,-Y,,X, - 2,,Y, - X,) (7.4.15)
e tenendo conto di (7.3.2), la (7.4.13) si scrive, per ogni superficie regolare S C A
\821. fido = \ f-7ds, (7.4.16)

5 +BS

ove s & l'ascissa curvilinea su BS e 7 il versore della tangente a BS, orientata
coerentemente con +S.
Seguendo il § 7.3, la (7.4.16) pud leggersi:

Hmoﬁmgm T7.4.III —  Nelle ipotesi poste per .W e S, comunque si fissi una
superficie w&ipé S C A avente come bordo BS, e si orienti coerentemente S e
BS (fissati cioé +S e +BS), il flusso del rotore di [ attraverso S é uguale alla

circuitazione del vettore f lungo il bordo BS (nel verso prefissato). Pertanto il
flusso (totale) ha il medesimo valore su tutte le superficie (orientate) che hanno un
medesimo bordo (orientato).

Osservazione I - 1] teorema di Stokes (in forma scalare o vettoriale) pud essere
esteso al caso in cui S & una superficie generalmente regolare orientabile (cioé a due
pagine). Seguendo § 7.2, osservazione I, intendiamo riferirci a superficie S unione di
un numero finito di superficie regolari 8),8s,...,8,, con bordi B8, BSy,:..; BS

T

ciascuno formato da un numero finito di curve regolari aventi al pil in comune i

7.5 Condizioni per l'integrabilita in IR® di una forma differenziale lineare

2) sia possibile orientare cia-
scuna superficie Sy, ed il re-
lativo bordo BS, in modo -
(coerente) che se l’interse-
zione BS; NBS, non é vuo-
ta, ¢ versi su essa di +BS,
e +B85,, sianc opposti (vedi
fig. 7.4.3).
Naturalmente nella (7.4.13) o
nella (7.4.16) il primo membro va cal-
colato come somma degli m integrali
superficiali relativi alle m superficie
orientate; nel secondo, +BS & 'unio- o
ne dei bordi orientati +B.S;, +BS,, .. ‘
., +BS5,_,, avendo soppresso le even-
tuali loro intersezioni a due a due oz Fig. 7.4.3
(fig. 7.4.3). :

Osservazione II - La superficie S di cui sopra pud risultare aperta, cioé dot
di bordo BS, oppure chiuse, cioé priva di bordo (dopo aver effettuato le prescr
soppressioni). In quest’ultimo caso, 'integrale curvilineo esteso a +BS a seco
membro di (7.4.13) va posto uguale a zero.

Si osservi anche che quanto detto non & applicabile a superficie ad una :
pagina, come il nastro di Mobius (fig. 7.2.1).

v ) i
7.5 Condizioni per Aintegrabilita in IR® di una forma differenzi

lineare P \ 2
Data la for 4 differenziale ﬁmumm Xdx + Y dy + Zdz, supponiamo ch
funzioni X, Y, Z siano tali da aversi X,Y, NLm%NEﬁL\HVNHUN@ € CO(A), co
campo connesso dello spazio4yz; siano inoltre soddisfatte in A le tre condizior
8z/ 9Y X~ 9Z Y _9X

7 B 5w m B

clie] nelle ipotesi dalitative poste per X,Y, Z, sappiamo (§ 6.3) essere necess
.X\%m in generale fion sufficienti) affinché la forma differenziale sia integrabilc
“esatta) in A. /S ?

/s
Si ha allora il teorema seguente:

Teorema 7.5.1 - Se valgono le (7.5.1), allora comunque si fissi una super,
S generalmente regolare ed aperta, contenuia in A, di bordo BS, risulta



