Capitolo 5

Limiti di succession;

9.1 Successioni convergenti o divergenti; definizione dj limite

Per approfondire lo studio dello funzioni, cecorre introdurre i concetto di fi-
mite, il pitt importante dell’ Analisi Matematica. Esporremo in dettaglio la teoria dej
limiti sul modello assai semplice delle suceessions perché questo, pur nella estrema
semplicita, contiene tutti gli elementi che caratterizzano anche i casi di fungion;
pit generali. Inoltre come risultera al Cap. 7, il caleolo dei limiti dj funzioni pud
sempre ridursi a quello di suceessioni.

Data una successione {a,}, n € N, & naturale esaminare il comportamento
dei termini a, all'aumentare dell'indice n, leggendo cioé | termini nell’ordinamento
naturale: prima a,, pai @y, - ... Nasce cosi il concetto di limite,

Data una successione {a,}, n € IN, di numeri reali (cioé una applicazione
fi: N — IR) diremo che essa é convergente ed ha per limite i nimero veale | (ovvero
che converge ad | o tende ad l), e scriveremoll)

lim g, =1, (5.1.1)

=

s, flssato comunque un numero regls € > U, esiste m corrispondenza un indice
v € IN tale che, per ogni n € IN che sia maggiore di v risult:

la, =l <& (5.1.2)

@ etd che é lo stesso
{—e<a, <l+e, (5.1.3)

Si osservi che il numero £ > U & assolutamente arfiitrario, ciogé la proprieta
enunciata deve valere anche con up « arbitrariamente piceolo, Se, ad esempio si
assume = = 1/10, deve esistere un v = IN tale che per 1 > v risulti |a, — I} < 1/10;
Se si assume € = 1/1000, deve esistere ancora un ¢ € IN tale che per n > v risult

(1 primo membro di (5.1.1) si legge “limite Per n tendente all'infinito di a,.”. In luogo
di {5.1.1) & anche usata la notaziona an —+{ (n — o).
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la,, — 1) < 1/1000, ma questo nuovo trdice v non sari in generale [o stesso di prime.
In altre parole, 'indice v di cui si parla nella definizione di limite dipende in generale
dal numero & che si ¢ fissato; percid lo si indica talvolta con v, per ricordare tale
dipendenza.

Pertanto la (5.1.1) si pud cosi tradurre in simboli di logica scrivendo

'ﬁ‘E}D,EIMIEH:nEm,ﬂ}uE#||:1.n—|!l=-::E, {5.1.4)
Esempio 1 - Verifichiamo che oo = 0 si ha:
lim 1/m™ =10, {h.1.5)
TA—=-X3

Si deve mostrare che ¥ £ > 0 esiste un indice v, tale che per ogni n == v, risulti
0 < 1/n® < &, ciok n® > 1/s, indin > (1/e)4/=. Detto w, il primo intero non
inferiore a (1/g)4/*, & evidente che ¥ 7> v, sard 1/n® < &, onde la tesi.

Per quanto segue, conmviens introdurre la seguente definizione: {a,} versfica (o
assume) definititvamente una ceria proprietd P, s¢ esiste un indice v tale che, per
ogrin > v, i termin a,, godono della proprieta P'. Cioé la proprieti detta ¢ sempre
verificata da un certo mdice in pot.

Usando tale locuzione, la definizione di limite s1 pud riformulare nel modo
seguenta:

[a,) converge adl se, ¥V £ = 0 & definitivamente verificata la (5.1.2), cioé la {5.1.3).

i

i ayvia la sepuente proprietd, di grande utilita:

Teorema 5.1.1 — Se {a, ) assume definitivamente le proprietd S -
lo ggsume tutte insieme definilivamente.

Dimosirazgions — B ovvia conseguenza dell oaservazione che esistono degli indici
(in numeto finito) #p,Hg, -0 Yn tali che, per n > v, vale sempre Py, per n = Uy
vale P, ..., per n > v, vale P allora per n > » = max {lvyst, .-+ ¥l } valigomo
simultaneamente tutie,

Cit premesso, avvertiameo che non tutte le successioni sono convergenti e che
soltanto per successioni particolart si pud parlare di limite, Se perd si & provato che
una successione ha limite 1, non pud esisterne umn altro I' # [. Cid & espresso dal
seguente teorema di umicitd del limite, che verrh poi generalizzato.

Teorema 5.1.I1 — Non & possibile che {a,} ammetia due lrnati distinti [, .

Dimostrazione — Poiché per la (5.1.2), ¥ £ > 0 dovrebbero valere definitiva-

mente le ja, — [ < & log — Il < g, esse per il teorema 5.1.1, dovrebbero valere
insieme definitivamente. Si avrebbe allora

0 <t I = (@, — 1) + (1 —a)| < lag — ¥ +las ~H < 2=,

relazione assurda, dovendo valere per ogni £ > 0 (basta pensare ad € = [ = /2
per avere la [| — ' < |l — '] ovviamente falsa). 0
Si ha inoltre il seguente

Teorema 5.1.IT — Se a, —+1, la successione {|a,|} & pure comUErgente ¢
a1

dim la| = [l (5.1.6)



4.1 Successioni convergenti o divergenti: definizione di limite 49

Per la dimostrazione basta tener conte che

Vlaal =i | < |a, =1
e che, ¥ e > 0, il secondo membro, quindi il primo, & definitivamente < ¢
Diremo poi che la successione {a_} ¢ infinitesima se risulta
lim a_ =1). (5.1,7)

FL==a{x3

In base a civ la definizgione di limite (5.1.1), (5.1.2) pud essere riformulata
dicendo che a_, — ! significa che la suceessione {a, —1} ¢ infinitesima (e quindi &
tale anche la {|a, — {|}), e viceversa.

Per la successione costante {a_} = a, risulta

im a=a: {5.1.8)
[ Sl )
+ * &

Passiamo a dare |a nozione di successione divergente. 5i dice che {a_} ¢ diver-
genie a +oo (ovvero che tende a 400) e si serive

lim a, = 4o (5.1.9)

=0

0, in forma abbreviata a, — +oc, se comurque i fissi un numero reale £ > Q)
risulia definitivamente

i, =k, (5.1.10)
Analogamente si dice che {e,} diverge a —oc (ovvero che tende a —o0)] e =i

sCTive

lim a, = —co (5.1.11)

Tk a3

0, in forma abbreviata, B = =00, S8 CoTRUnQue s fissi un numere k > 0 risulfa
definitivamaente

a, < —k, (9.1.12)
Diremo poi che una successione & infinifa se risulta
i = -y ) i
JEEQ Jur, | ! !'3_}
che si scrive spesso lim o, = 0o o anche @y —+ o0 Si prova immediatamente che

Lt ]
52 Una successione diverge a 400 applre a —oo essa b necessariamente infinita; non
vale in generale i viceversa,

Esempio 2 - Verifichiamo che ¥ & = 0 si ha

lim n® = oo, (5.1.14)
Pl {0

Basta provare che, ¥ & > 0, risulta “definitivamente” (ciob per ¥ n maggiore
di un opportuno v

g (5.1.15)
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Tale relazione equivale alla n > k1/@. Detto v, il primo numero non inferiore
a kl/a. per n> w, si ha sicuramente n > k/*, indi la tesl.
Il lettore confronti la (5.1.14} con {5.1.5).
Possiamo completare il teorema di wnicita del limite dato per successioni con-
vergenti:
Teorema 5. LIV — E impossibile che uno successione {a,} sta in port fempd
convergente e divergente (@ oo eppure ¢ —00 ) & analogamente & tmpossibile che
sia in pari tempo divergenie a4 o0 € divergente a —oo. My sk e W
Dimostrazione — Per quanto riguarda la prima affermazione facciamo vedere,
per esempio, che non possono coesistere le a, — 1, ¢, — +00. Infatti, Y e = 0

dovrebbe essere definitivamente

R W

parimenti ¥ k > 0 dovrebbe essere definitivamente
a, > k.

Le due relazioni, per il teorema 5.1.1 dovrebbero valere definitivamente msieme;
percit dovrebbe essere definitivamente

k<. <l+eE, cigh k=l+s,

relazione assurda, dovendo valere Vk > 0eV¥e> 0.

Analogamente si prova che non pui essere d, —+1{ ed a, —+ —0co. Infine non
pub essere a, —+ +0d, 4, — —00, perché dovendo valere definitivamente sia la
(5,1.10) che la (5.1.12), per il teorema 5.1.1 dovrebbero entrambe essere definitiva-
mente valide: risulterebbe percit k << @, < —k. da cui k < —F, ciok 2k < 0, contro
l'ipotesi & > 0. ¥

* X kS

Le siccessioni convergenti o divergenti si chiamano complessivamente swcces-
sioni regolary; si chiamano anche successioni che ammettono un limite (determi-
nato): finito per le convergenti, oppure yoa, —oo per le divergenti. Le altre sug-
cpssioni che non ammettono un limite si dicono successioni nen regolari o indeter-
minate; & tale ad esempio la successione {{=1)}, cioé —1,+1,-1, +1,..,, cOme &
facile persuadersi.

[ teoremi di unicita precedentemente dati si possono estendere nel senso che:
non & possibile che una successione sia in pari tempo Tegolare & nom regolare.

Esempia & - Di particolare interesse 3 la successions {a,} = {z"}, con & € |34
fissatn. Essa ha un diverso comportamento in relazione alla fissata base z; 8i ha

0, se: |El=<1,
ﬂ.l.i.tn v =11, e 3=1, (5.1.16)
+e2, se T>1]

la successione risultando non regolare per

r < —1, Si rileva pot che per x| = 1 la
successione & infinita, cloé |zn| — +oo.
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La (5.1.16) & ovvia se £ = 0, oppure se z — 1, in virth di {5.1.8).

S8 0 < |z| < | basterd provare che ¥ £ = 0 & definitivamente |¢n| < ¢
Infatti perché sia |zn| = |£{" < £ occorre e basta che nloglz| < loge, cioe che
n > (loge)/loglz|. Seinvece 2 > 1 Yk >0& definitivamente 2% > k. Infatti
basta prendere n > log &/ log .

Per z = —1-5i & gik esposta la indetermingzions che & pure ovvia per x < —1
i termini corrispondenti ad n pari tenderebbers a +oo, quelli con n dispari a —oo:
pertanto non potrebbe valere definitivamente alcuna delle refazioni (5.1.2) o (5.1,10)
@ (5.1.12}]; si verifica poi ovviamente la (5.1.13).

5.2 Primi teoremi sui limiti; sottosuccessioni, disuguaglianze

Stabiliamo aleune proprieti che sono tonseguenze immediate della definizione
di limite,

Teorema 5.2.1 (della permanensa del segno) — Se la suceessione {a,} & rego-

lare ed ha un mite diverso da zero, allora, §suoi fermind i, hanno deflnitivamente
lo stesso segno del limate.

Dimostrazione - Supponiamo, per esempio, che il limite sia positivo, vale a dire
che sia @, — 1 > 0, oppure @, —++0c. Nel primo caso, comunque i fissi = 0, si
hal—= < g, < !+ & definitivamente. In particolare i pud prendere £ = 12 Deve
allora essere definitivamente [/2 < @, = 3/2 e quindi a, > 0. Nel secondo £asp,
vk > 0, dovendo essere definitivamente @, > k, 8i ha senz'altro la tesi. a

Teorema 5.2.I1— Se una suceessione {a,}

& convergente, insieme costituito
dat numert a,, & un insieme lmitato,

Dimostrazione - Se @, — !, ¥ £ > 0, esiste un indice v, tale che per n = b,
Hesce | — e < a, < [+ A questa disuguaglianza non soddisferanne in generale
i numeri a,,a,, .. -1y, ;M2 questi sono in numero finito e percid fra essi o' un
NUMero minimo m ed un numero massime M. Ne segue che, posto, come si pub,
¢ =min{l —£,m}, b= max{l 4+, M}, per futti { numer d, 8ihaia<a, <b onde
‘a richiesta limitatezza, 0

_ LS L]

M~ Data una successions {a,} @ fissata in IN una qualsiasi successions crescente

Py =Pz = ps < ...diindiei, possiamo considerare la successione 18] i eui termini
sono cosi definiti:

b'|.=ﬂ'pj_‘b2=ﬂ1r-|.lb{lznpﬂl"'1bn=upn"";

'
Jad

- es8a 8l chiama soffosuccessione o successione parsiale, o subordinate, o pin sem-

plicemente suecessione estratta dalla data {a.} e si ha in proposito la seguente
proprieti:
v Teorema 5.2.0IL -  Se ln successione {a.} & regolare, ogni sua successione
parziale {b, } & pure regolare ed ha [ stosso limite di {a,}.

.

VST
W.. e

I N ]

H LIS -
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Dimostrazione — Se a,, — 1, V € > 0, esiste un indice v, tale che per V n > v,
si ha

l—e<a, <l+e. (5.2.1)

Fra gli indici p; < p, < p3 < ... ve ne sono infiniti maggiori di V. Dettop,,
il primo di essi, la (5.2.1) implica in particolare I — e < a, <l+e (pern > m);
ma, questa si puo anche scrivere | —e < b, <[+ ¢ (per n > m) e quindi & vero che
b, — . Analogamente nei casi dei limiti +00 e —oo. O

Si noti che di questo teorema non sussiste I'inverso; in altre parole una succes-
sione parziale puo essere regolare senza che lo sia la successione data. Per esempio
la {(=1)"} non ha limite, mentre la sua successione parziale {(—=1)2n} ha limite 1,
come gia osservato nella verifica di (5.1.16).

(lsserviamo ancora che una particolere successione parziale di

(GRS PRRRET. L PR W (5.2.2)
& la
LBt Bpanr- o) (5.2.3)

ottenuta da (5.2.2) sopprimendo un certo numerp finito p di termini iniziali. Se la
(5.2.2} ha limite, anche la (5.2.3) ha lo stesso limite, ma in questo coso particolare
¢ ounamnente anche vero i viceversa (basta osservare che una propriets’ definiti-
vamente assunta non viene modificata per la soppressione di un numero fnito di
termini di {a,} iniziali 0 no).

La considerazione di successioni parziali pud risultare utile per il caleolo di
un limite, quando sia gia nota 'esistenza, ovvero per dimostrare che un limite non
esiste (basta trovare una sottosuccessione che non ha limite o due con limiti diversi).

Si esamini ad esempio la {(—1)"}; da essa si possono estrarre la (— 1)1
ela (1) — 1.

ES & =
FPassiamo ora a considerare simultaneamente due o piil successioni, ponendo

nelle ipotesi dei teoremi che esporremo, particolari relazioni valide ¥ n & IN (@
anche, per quanto sopra osservato, solo definitivamente).

y~ Teorema 5.2.TV (del confronto) — Date due successioni regolars {a_}, b}
siabbia ¥ n e N, a, < b, (oppure a, <b_), allora risultal®

lim a, < lm b,. (5.2.4)

Pt 130 F1 == {0

Analogamente per le disuguaglianze opposte a, > b (o, = b,

LE

135 osservi che passando al limite le disuguaglionze non si invertone, of pit st attenuano.
31 noti poi che se g, — +oo s ha necessariamente b, — +oc, anche nel caso fon fosse

nota o prion la regolarith di {b,}. In modo analogo se by, — —oo si ha in ogni caso
fly — —,
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)l_“*f_“"_ﬂmuszmm — Sia ad esempio a, —+1,a, < b, (oppure a, = b_) e proviamo
che si ha necessariamente | < lim b..
T —

e by —+ +00 la cosa & ovvia. Se b — 1’ ¥ e > 0 dove sssere definitivamente
'—e<b, <l'+e. MaV¥VneNsha a, < b, (<) & pertanto dovri valere
definitivamente |a

B, b <l4+e (o, <b <l +e) (5.2.5)
Ma per definizione di limite & anche definitivamente

l—&<n, (5.2.6)

e percio per le (5.2.5) e (5.2.6) sara definitivamente

l~e<e, <l +g, (5.2.7)

vale a dire:l <U'+2,Ve>0,ciot [ <.

Né pud essere b, — —oco perché in tal caso per la (5.1.11) riferita alla {b,_}
dovrebbe essere V k > 0 definitivamente b, < —k. Cid & assurdo perché dalla (5.2.7)
essendo a,, < b, (<) seguirebbe

f—g< ., €. <k (I~e<a, £b < —k),

ciogl —g < -k VYesDae¥Yk>0. 0
31 ha infine il fondamentale risultato:

Teorema 5.2.V —  Date tre suceessioni {a,}. {6}, {.}, ¥ne N si abbia
O, <&, <b,. Se{a,} e{b,} sono regolari ed hanno un medesimo limite, anche

la {c,} risulta regolare ed ha quello stesso limite. Analogamente per disuguaglionze
opposte o altenuate {tutte o in parte),

AN Dhmastrazione - Supponiamo ad esempio che sia @y —=4, b, — 1 {analoga-
mente si pud procedere per —oo o per too). Per la definizione di limite, ¥ & = 0
si ha definitivamente | — ¢ < 4, < !+ £ o definitivamente [ — s < b, < !4 Tali
relazioni saranno percit verificate in modo simultaneo da un certo indice » in poi
(cioé definitivamente) insieme alla By < €, < b, posta per ipotesi. $i ha quindi
definitivamente | — ¢ < o < Cp < b, <l+e,ondel —c<e < !+e vale a dire
¢, — . Allo stesso risultato si perviene se by S8, £h . O

Nel caso particolare che a, =0,b, — 0 con b,, > 0 il teorema precedente vale
anche nella forma: se esiste una costante M > 0 tale che

0<e, <Mb,, (5.2.8)
risulta
¢, —0, per n—so0. (5.2.9)

Basta pensare infatti che se V & > 0 & definitivamente (0 < b, < &, sara
definitivamente 0 < ¢, < Me, con M fissata.

Diamo due esempi particolarmente significativi:
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Esempto [ - Per ogni fissato # € IR™ si ha

lim 2™ /n! =0. (5.2.10)

1 —+

Infakti detto p il primo intero per cul

| P+1c:1,-’2,p+~:‘a’ﬂ}pﬂi]1a

" P T T T
e B e —(1/3" 7,
n! p p+l p4+2 0 pl

onde vale la (5.2.8) con 2F - 22 /pl = M e b, = (1/2}» — 0, per la (5.1.16). Ovvia
allora la tesi.

Esernpio 2 - Per la successione a, = nl [(1.4.4}] risulta

lim n! = +oo, (6.2.11)

T —+Di

evidente non appena si osservi che ¥ n > 2 8 ha n! > n.

5.3 Limiti di successioni monotone; il numero e

Nel § 5.1 abbiamo dato la definizione di limite di una successione senza preoc-
cuparci i come s possa, all'atto pratico, gindicare se una data successione sia
o non sia regolare e, nel caso affermativo, caleolarne il limite. Su tali guestion
avremo occasione di ritornare nel seguito; per ora ¢l limiteremo a dare un impor-
tante teorema, che indica una vasta categoria di successioni regolari. 51 tratta delle
successiond mongtone (§ 4.7) per le quali sussiste il teorema seguente:

Teorema 5.3.1 —  (Jgni successione monotona {a,} & regolare (convergente
o divergente). Se essa & crescente o non decrescente, il suo limils ¢ finito oppure
too e cotnicide con Uestremo superiore dell’insieme det valori assunti dai termani
a,. Se lo successione ¢ decrescenie o non crescente, il sup limile & fimito oppure

—no e coincide con Uestremo inferiore dellinsieme dei valori assunti doi termint
QL

-

,a"'-'-:-?.[}i-ﬂm.s trazione — Consideriamo per esempio il caso di una successione non de-
crescente. Sia E Pinsieme dei valori assunti dai suoi termini a,, e sup E'= A (finito
0 +oa).

Supponiamo A finito; allora per il teorema 2.2.111, 7 £ > 0 esiste in E un numero
maggiore di A —= e < A, cio@ esiste un indice v taleche A—=s <a, = A. Per la non
decrescenza di {a,} s ha allora ¥ n > v, a, < a, < A (poiché a, € E} onde dalla
precedente relazione risulta che definitivamente siha A —e <o, Sa, A< A+¢
ossia A'— & < a_, < A+ £; ne segue a, — A

Se A = 4oo, ¥ k = 0 esiste un tndice v tale che e, > ki allora per la non
decrescenza di {a, 1, ¥ n > v si ha a, > a, > k, ciod definitivamente a, > k. e
quindi a, —+00. 1!

Diaano ora aleuni esempi di applicazione del feorema ora dimostrato,
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& - Esempio 1- Data la successione

= 1
@y = E i (5.3.1)
=0

si & visto al § 2.4 che sup{e, } = ¢, con & numero di Nepero. Rilevato che ¥ n € IN &

haa, < a, ., cibé che trattasi di una successione crescente, si pud ora concludere,
in virta della monotonia, che

e

1

“]L]{i;lﬂ = (6.3.2)
k=D
Esempio £ - Considerata la successione
EEITG &
by =(1+1/n)" (5.3.3)
si ha
lim (1 + 1/n)" = e, {5.3.4)
M=

k! -y onde si ha un altro modo di pervenire al numero e Eseguendo lo sviluppo del
- binomio secondo (3.4.2) =i ha

L 1

e 1+Znin—1j..£;n-— &+ 1) E3 N 1+i%(1—l)(b—2)...{l—h_l)

% i
k=]l o k=1 e T

@ percio, confrontando eon (5.3.1) risulta
b, <a,<e, V=2,
[Yaltra parte, per la (5.3.2), ¥ £ = 0 esiste un v tale che

e—ef2 <, <e. {5.3:5)
In corrispondenza al fissato e > 0sihaVn > v

bn::14-;%(1—1}[:1—-E}-..(I—u)zcw.

n n !
Tale ¢, , & monotona crescente mspetto all’indice n e si ha
Jim ¢, =suw{e,,) =a,,
onde & definitivamente
_ R I T
e dalla (5.3.5) definitivamente {ciod ¥ n > )
. e—e<ad,—Ef2<h <=8,

onde la tesi (5.3.4) [si pud anche osservare che {b_} & crescente onde risulta anche
| aup{b.} =gl
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Esempin § - Considerata la {a,} = {log n}, poiché logn < log(n + 1) ed avendosi
(vedi § 2.4) sup{a,} = +o0 siha

lim logn =+0o0. . (5.3.6)

T S
Analogamente ricordando che log{1/n} = - logn si ha
lim log(l/n) = inf]—logn| = —oa. (5.3.7)
Esempio 4 - Per ogui fissato £ € R sia o, = z1/m rigulta
lim 2V =1, (5.3.8)
T —=40
Cib & immediato nel caso ® = 1, avendosi la successione costante a, = 1
Per = = 1 da £/n > g1/{n+1) > 1 si ha la decrescenza della successione ¢ quindi
Pesistenza del limite pari ad inf{a.}. Tale estremo vale 1: infatti ¥ £ > 0 esiste
almeno un n € 14 per cui 1 < 1" < 1+ £ come 8 vede osservando che basta

prendere 1/n-logz < log{l+=), ciok n > log z/ log{1 +£). Se z € (0, 1) si ha invece
21 = gt e+l) = 1, ciod 2, < a,,, < 1, con 1 estremo superiore di fa.}

5.4 Operazioni sui limiti: forme indeterminate

Nei § precedenti abbiamo dato le definizioni di limite ed indicato alcuni esempi
di successioni regolart, Si pone ora il problema di valutare il comportamento di altre
enceessioni nelle quali intervengono le operazioni elementart di addizione, moltipli-
cazione, divisione.

Diate due successioni {a, }, {b,}, si consideranc le successioni combinazione
lineare {oa, + Gb,} con a, § € IR costanti assegnate, prodotto {a b}, eseb, #0,
W e IV la successione guoziente {a, /b, }. Si vuole esaminare se la regolarith delle
date {a,},{b,} implica quella delle tre nuove successioni introdotte. La risposta &
m generale negativa; un primo risultato affermativo & dato dal teorema che segue:

< 1 Teorema 5.4.1 - Date le successioni convergenti a, — [, by — ' risultano
anche convergenti le successioni combinazione lineare e prodotto e si ha

{]ifﬂ{ﬁﬂn-q‘ﬁbn}:{:lilﬂﬂ.n—l- ﬁuﬂlbn=ﬂl+r.3£r1 [54”
im(a, b, ) = lma, - limb, = II'; =

inoltre se b, #0¥ne NN ¢ sel’ £ 1), risulta convergente anche la successione
quoziente e 51 ha

limfa, /b,) = lima,/ lim b, = /1. (5.4.2)

mostrazione - Per la combinazione lineare, a parte il caso banale ¢ = g=0,
er la defirizione di limite, ¥ £ > 0 fissato si ha definitivamente ja, — 1| < € ¢
b, = 1'| < £ e quindi definitivamente

(2, -+ Bby) = (ad + 80)| = |alay 1) + 86, = 1)) <
< |a - jay = 1| + 181 - by — 1) < (la] + |B}e.
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L'ultimo membro & arbitrario al pari di £ > 0, onde la tesi per la definizione di
limite.

Per il prodette, rilevato che per il teorema 5.2.01 {a,.} & limitata, ciod eaiste
una costante L € IR™ tale che ¥n e IN s ha la,| < L, risulta

0 < lanb, — | = laub, — g, +a,l' ') = o, (b, — F') + (a, — )| <
< lagl b = V| + 1] lag = 1| < Lib, — |+ 1) |a, — 1.

La successione all'ultimo membro ha limite 0 (zero) come combinazione lineare
di successioni infinitesime, onde anche la, by, — | — 0} in virth del teorema 5.2.V
e di quanto stabilito in (5.1.7).

Nel caso del quoziente, essendo I* # 0, & possiamo supporre I > ), esiste una
costante H € IR* tale da aversi definitivamenta {vedi la dimostrazione del teorema
5210« H < b . Si ho poreid definitivamente

g, I a, ' —
< e (e
bs |!:,._ rl b L

Poiché a_I' — 6,1 — 0 per la (5.4.1}, anche il secondo membro & infinitesimo indi
o, /b, — /1. b
Le (5.4.1) seguitano a valere anche se in luogo di due successioni se ne fa

intervenire un numero finito; in particolare per o = = 1 si ha che “il limite della
somina & la somma dei limiti (Aniti)™; per @ = 1, § = —1 si ha l'analogo per la
“differenza”; se b = b costante si osserva che le costanti moltiplicative si pongono
in evidenza rispetto al passaggio al limite.

: Il teorema 5.4.1, ora stabilito, con eppoTiune precauzion: pud essere esteso

- anche a successioni non convergenti o non tutte regolari,

B Riportiamo qui il risultato di tale indagine, laseiando al lettore le semplici

-, dimostragioni, ottenute dalle precedenti con lievi varianti.

B Teorema 5.4.1IT —  Assegnale le successioni 12, } 1.} st ha:

bty . 1,
| < g7 lanl = b,

- a, — 400, b, limitata inferiormente == a, +b, — 400,
1 a, — —oe, b, Gmifata superiormente = a,+bh — —00,
I la,| =40, b,|2L=0,YnelN = |a,b,| — +o00,
-1 a,— 0, b lJ<=MeR" . YnelN = a,b, —0,

r leg| —+4+00, a,#£0,¥YnelN = Lng,—=]),

B g, — 0, a, #0, ¥nelN = |1fa,| — +ua,
e @l —+00, O<b|<MeR" vnelN = |a,/b,|— +oo,
i i, — 0, bl = L>0,¥nelN = a,/b, —0.

.

In particolare, in luogo di |a,b, | — 400 s qurd b, — +oo (ovvero —oo) se
& definitivamentea_b_ > 0 (ovvers b, < 0); lo stesso dicasi nel caso /e, | — +oc
=0 lag /b, | — +oo.

. Consigliamo al lettore di formulare in modo esplicito gli enunciati delle sin-
i-gole proprieti: ad esempio la quarta di queste si pud leggere “il prodotto di due

. Successioni una infinitesima I'altra limitata & una successione infinitesima”, ece.
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Rileviamo che il teorema ora enunciato nulla afferma per la successione somma
{a,+b,} nel caso a,, — +o0, b, —+ —oo: si dive allora che tale successione presenta

la forma indeterminata
00— 00, (2.4.3)

In tale caso nulla si pud affermare a priori sul comportamento di {a_ +b_}
nel senzo che, pur esistendo 1 limiti di {a,} e {b_}, tale successione potrebbe non
essere regolare: si pensi ad esempio al caso

Ay =[-1"4+n— 40, b, =-n——oa, a,+b, =(=11" non regolare.
Parimenti, il teorema 5.4.11 nulla afferma per il prodotte lab,tsea, —0
(infinitesima) e |6 | — +co (b, infinita); cio da luoge alla forma indeterminata
Do, (5.4.4)

Ad esempio, se a_ = (=1 /n —i 0, b, =mn—+oc, sihaab, = (-1} non
regolare.

Nel caso di due successioni {a, }, {b,} entrambe infinitesime o entrambe irifi-
wite, per il quoziente {a_/b_} si hanno le due forme indeterminate
00, oofoo. (5.4.5)

Per uniformita di linguaggio conviene trattare 400 & —0o come se fossero due

numery, cioe riferiral al cosiddetto sistermna dei numeri reali ampliato, che indiche-
remo con R, ponendo

R=RU{+oc}U{-oo}. (5.4.6)

Dopo ci, nel caso particolare di suceessiond regolar, le operazioni sui limiti
riguardanti somma, prodotto, quoziente di cui al teorema 5.4.11 possono cosi rias-
sgumersi, con ovvio significato dei simbaoli-
(F00) +(I) = 2o0; (Loo) + (+oe) = +oo;
(Eoo) - {I) = segno b (£oc), sel £ 0
(+oe) - (+oo) = do0;

@ serivendo oo per le successioni infinite [{5.1.13)]

lfoo=10; oofl=o00;
/=cc, sel#0

mentre le forme indeterminate si risssumono nelle
co—=oh; 0-o00; 0/0; oo/co.

Mostriamo ora con due esempi come, pur in presenza di forme indeterminate,
possono esistere i limitl; essere forma indeterminata significa solamente che non

¢ lecito applicare direttamente (in modo semplicistico) le operazioni di limite di
somma, prodotto, quoziente.
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Come primo esempio proviamo che

T
iim = o0,
—oo ﬁ—l— 1

Il limite in esame presenta la forma indeterminata oo/ oo; tuttavia, modificando
l'espressione data in

ﬁﬂ+1 =ﬁ(]+;;.jﬁ)'

nella nuova espressione & scomparsa |'indeterminazione e s Pud operare con le regole
ordinarie per somma prodotto e quoziente [1/ym — 0,141/ 5 — 1| ed ottenere
il risultato finale +oc.

Vogliamo ora mostrare che

In questo caso il numeratore tende a +o0 mentre g denominatore si ha la forma
indeterminata oo — oo, Posto il denominatore nelia forma nt(1 - 1/n?), scompare
I'osservata indeterminazione avenda come limite del denominatore +00. A fuesto
punto il problema posto Inizialmente presenta la forma indeterminata oo /o0, che si

Pin+l 1 {1+lfn+1fn3)
nd—p  n? 1= 1/nd .

operando il passaggio al limite a secondo membro con e regole ordinarie si ha come
limite 0- 1 = 0,

3.3 Alcuni limiti fondamental;

Data una successione regolare {a, } si vuole esaminare i comportamento della
stuccessione {e%n} g se a4, >0, ¥n e N, quello delle {loga,}, {a2), Yo e R
Si hanno in proposito i seguenti risultati:

%1 Teorema 5.5.I — S {a,} & regolare, risuita regolare anche {89} e gi ha

el sea, —leR,
u]i.m:.u e = too, sea - 00, (5.5.1)
0, FEd, — —00,

A~ Dimostrazione — Nel primo caso basta provare che edn fel — 1. ciok che
et — 1, ovvero che Ve > 0 (e si scelga & < 1) si ha definitivamente

e o o il 5, (TR
Poiché a, — I, ciod a_ — | — ), 8i ha definitivamente
—&' = — log(1 +£) <a, —l<log(l+e)=¢',
ove &' = log{1 + ) > 0 & arbitrario al pari di = = 0.
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Passando agli esponenziali risulta

1
; R — et Lp
E{‘1+£ R e

come si voleva provare.

. Sea,—+00, ¥V k > 0 & definitivamente a, > k' = logk cioé e®= > k, cio®
e —5 0k,

Se a,, — —00, ¥ £ > 0 si ha definitivamente a, < —k' = loge, avendo preso
£ € (0,1) e quindi 0 < e?n < g, ciot e®n — (). 0
Con la medesima tecnica il lettore pud provare il seguente risultato:

Teorema 5.5.11 — Se {a,_}, con a, >0,V neIN, éregolare, risulta regolare
anche {loga,} e si ha

logl, sea,—1lecR",

TELD;LD loga, = ¢ +o0, sea, — +oo, (5.5.2)

-0, sea,—0.
Segnaliamo anche quest’ultimo risultato di uso assai comune:

Teorema 5.5.II1 — Se {a,}, cona, > 0,V n € IN ¢ regolare. allora
Vo eR" anche la {a®} é regolare e si ha

{E“, sea.—=1,

limy; % =
+oe, sea, — +o00,

n—0o0

(5.5.3)

. particolare se « = p € IN, non vi & alcuna restrizione al segno di a,. Il caso
a < 0 si ottiene rifacendosi alla {1/an*}.

Dimostrazione — Basta riferirsi alle a® = e®!o82. ed applicare i risultati dei
teoremi precedenti. Se v = p, basta pensare al prodotto di p fattori .

Esempio I - Da logn — +00, n® —s 400, a > 0, segue

n BM_ o waem*. (5.5.4)

n—too Re

Tale relazione, poiché logn = log;,n/log,, e, basta provarla per i logaritmi
in base 10. Ricordando la regola che fornisce la “caratteristica” si ha log,qx < x,
vz >1, zelR. Nesegue log,,n®/? < n*/2, quindi, da £log,,n = log,;,n*/? si
ottiene '

43

0< log,o p 2

ne an®/2 2y
Esempio 2 - Dal precedente esempio si ha
| lim ¥n=1. (5.5.5)
=0

Basta pensare che (n)}/n = el/nlegn ed applicare il teorema 5.5.1. Ne segue
(ne)l/n — 1, ¥ a € R.
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3.6 Confronto tra infinitesimi o tra infinitj

I risultati del § 5.4 hanno messo in luce che nulla pub stabilirsi & priori per, la

SUCCEssione guoziente {a,/b.} di due successioni 1a,} {b,} entrambe infinitesime
o entrambe infinite.

Onde poter analizzare i comportamento di tale suecessione quoziente conviene
introdurre qualche definizione.

Siano {a_}, {5} due successioni infinitesime e sia b_ £ 0, ¥ne N Se risulta
regolare la successione {la,./b.|} si dice che:
{a,} & un infinitesimo dj ordine superiore rispetto {b_}, per n — 00, g8

Jm o, /b, | = 0; (5.6.1)

a, } & un infinitesimo dj ordine inferiore rispetto {h_} T —+ 00, 58
n & e

lim |a, /b, | = +oc. (5.6.2)
Nel caso in eni risulta
!_im e, /b | =1= 0, [5.5.3}

gli infinitesimi si dicono dello stesso ordine, Con tale dizioge (stesso ordine) s
indicano piil in generale due infinitesimi per i quali {la,/b_|} non & reqolare, ma b
possibile determinare dye costanti L, M > 0, in modo che risulti definibivamente

D<LLla,fblsM<ctm. (5.6.3)

Se non si presents aleuno dej casi sopra indicati i due infinitesimi si dicono noen
cotifrontabili (3
Analogamente se {a,} e {b,} sono due infiniti e {la, /b, |} & regolare si dice che

{a,} & infinito di ordine superiore, inferiore, ugnale a 1Ay} Per-n— 00 ge rigjta
rispettivamente

le quali {la,/b |} nen & regolate ma i possono trovare due costanti £, M = (i in
modo che valga definitivamente la (5.6.%). In ogni altro caso gli infiniti si dicone
non confrontabiiiitl

Sia ad esempio = 1/m2, b, = 1/n allora {a,} & un infinitesimo di ordine
superiore rispetto {b 1, Se By = (n+1)/n? b = 2/n, 8i vede che {a,} & un
infinitesimo dello stesso ordine i {b.}. Se infine g, = 1/n, b, = 1/n?, allora fa,}
¢ infinitesimo di ordine inferiore rispetto {b, }.

Per gli infiniti basta considerare le successioni reciproche {1/a_}, { /b 1
{bn/ay}.

e -
"Gl infinitesimg O = 1/, b= I/ e & dispari; 1/n sen & pari}, non sona
confrontabili,

WGl infiniti a, = A b= fn® gan s dispari; n, se n & pari}, non sono confrantabil;,
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5i noti che se {a_ } & un infinitesimo di ordine superiore, nguale o inferiore a
{h.}. ne consegue che {&_} & un infinitesimo di ordine inferiore, uguale o superiore
ad {a,}. Analogamente per gli infiniti.

Per esprimere che {o } & un infinitesimo di ordine superiore a {b_}, si suole
serivere (notazione di Londau):

ay = olby), (n— o), (5.6.5)
e gl legge {a,} & un o (lettera o) precolo mspetto {b, }. Per dire che {a, } & infinite-
sima si usa spesso la scrittura o, = of1).

F inutile introdurre una notazione apposita per gl infiniti; per esprimere che
la,} & un infinito di ordine superiore a {b,_} si pud scrivere

1."Ilun. '__ul:lu'lrbu}!' Eﬂ'_*m-:h
infatti da la, /b | — +o00 segue (1/a,)/{1/b, ) —10.

* * L]

Diamo un’altra locugione di largo uso,  Se {c.} & un infinitesimo [0 un
infinito], lo & anche evidentemente {]c,|*} eon @ € IR, Dato un altro infinite-
simo [0 infinito] {a_}, pud accadere che si riesca a trovare un « in modo che {a,}
¢ [|e.|™} siano infinitesimi o infiniti] dello stesso ordine: si dice allora che {a_} &
un infinitesimo [0 un infinito] di ordine o rispeito all'nfinitesimo (o all’infinito]
principale {¢, }. Cio significa che esistono due opportune costanti L, M = () tali che
risulti definitivamente '

0< L= a,|/le,)™ =M {5.6.6)
ed in particolare, nel caso di regolarita di {la,|/lc,|*}.

&/l ™ — i = 0. (5.6.6)
51 noti che, in generale, non esiste un o > 0 che goda delle proprieti sopradette;
se pero esiste esso risulta wntvocomente indinduato.
Infatti, se esistesse un numero positivo 3 # o tale che

0= L' < ja,|/le.l? < M, (5.6.7)
se o < 3 si avrebbe in consepuenza

(@alfloal® = (anl/leat?) « leal= < M- e P2,
ed essendo @ —a = 0, 'ultimo membro, indi il primo, tenderebbe a zero e non
potrebbe esistere una costante L > () in modo che valga definitivamente la {5.6.6).
In modo analogo si prova che non puo essere o > 3, onde & necessariamente a = .

Di regola si assume {¢, } = {1/n} come infinitesimo principale e {¢, } = {n}
come infinito principale.

Tali particolari successioni sono assal utili per instaurare confronti con altre
successioni da studiare.

Per esempio: {[n. + 1']--|-I2} & un infinitesimo di ordine 1/2 rispetto a 1/mn;
{3n? —n} e un inhnito di ordine 2, rispetto ad n.
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51 & detto che il numern o che figsg Pordine di infinitesime [0 di infinito] non
sempre esiste. Per esempio {logn} & un infinito; ma non ha un ordine di infinito
rispetto ad n. Basta tener conto delle (5:5.4). '

Aggiungiamo un'osservazions che ha una notevole importanza pratica.

Nel caso in cui si debha studiare il limite del rapporto {a,/b.} di due succes-
sioni infinitesime {a,}, {b.}, basta tener conto a numeratore ed e denominatore
des soli termani che hanno ordine di infinitesimo pin basso.

Infatti se o, = 2y +af, b, =8 + 8 eon 2y = afal), b = o() si pud allora
BCTIvere

i L L ¥
&, +ar ol 1+alfar,

——i

A T )

e risulta manifestamente quanto sopra osservato, non
Pultima frazione ha limite 1.

Analogamente nel caso che {a,}, {b,} siano degli infiniti; il lettore vedri im-
mediatamente che in tal caso basta tener conto g numeratore e o denominatore
det termint che hanno ordine di nfinito Pl alto, Parimenti nella somma di infi-
niti di ordine diverso, il comportamento & determinato dal termine corrispondente
all'infinite di erdine piu elevata,

51 vedano in proposito gli esempi dati alla fine del § 5.4.

* - %

Accanto al simbolo o (¢ piceolo) introdotto con |a (5.6.5), sono largamente
usati altri due simboli: (0 grande), ~ (simbolo di uguaglianza asintotica), con i
significati che andiamo a spiegare,

Date due succession; 12, b {b, b scrivendo:

n
hn

appens sl tenga conto che

T =0(b,), (n—sp0), (5.6.5)

81 intende esprimere che b, #£0echel rapporte a, /b descrive un insieme limitato;
esiste cioé una costante K ~ tale da aversi

o, /bl < K, Ynemw,

Per esempio: la scrittura 4, = (1), (n—5a) esprime che {a,} & una sue-

cesstone limitafa; pertanto, per significare col teorema 3411, che la suceessione
- prodotto di una infinitesima per una limitata & pure infinitesima, si serive:

a,=ofl}, b, =0(1) = &b, =0{1);

ise fe.}, {81 sono degli infnitesim [0 deghi infiniti] dello stesso ordine, vale sicy-

ramente la (5.6.8) (ma non viceversa),
~ Con la seritturs

By ~by [m—spa), (5.6.9)

che si legge {0} & asintotica o b} per n—s e, i intende esprimere che b_ = ()

o
o

e che ilil'i{ﬂm-"bnjl = 1. E ovvio che si puds anche scrivere o = ball 4 0(1)].
L=kt

it
"



