SOLUZIONI COMPITO del 2/02/2012
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno dipendente dal parametro «, pertanto
consideriamo direttamente la serie dei valori assoluti ed applichiamo il criterio della radice. Ricordando le
proprieta delle potenze e il limite notevole {/n — 1, otteniamo

SENCONS

Pertanto, la serie proposta converge assolutamente per « < —3/2 e o > 3/2, mentre non converge per
—3/2 < a < 3/2. Invece, per a = £3/2 il criterio non da alcuna informazione e quindi la serie va studiata
1

in altro modo. Per a@ = 3/2 la serie proposta si riscrive nella forma > (CFLE che converge per confronto

asintotico con la serie armonica generalizzata #; per @ = —3/2 la serie proposta si riscrive nella forma
S™(=1)"(n + 2)'°, che non converge poiché il termine generale non @ infinitesimo.

<1 sea< —3/2ea>3/2,
>1 se —3/2 < a<3/2,
=1 se o = +3/2.

3
2

2

377.
(n+ 2)6a=1(2a)"

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib e richiedendo la condizione d’esistenza z # 1, 'equazione proposta si puo riscrivere nella

forma
3a(a—1)+3b2
= et — e (a—n24z — gt ,

3a+3ib
‘e(a—1)+ib

che fornisce 3a(a — 1) + 3b% = 4(a — 1)? + 4b?, ovvero 3a? — 3a + 3b? = 4a? — 8a + 4 + 4b?>. Quest’ultima
equazione si pud riscrivere nella forma (a — 5/2)% + b2 = 9/4, che rappresenta la circonferenza di centro
(5/2,0) e raggio 3/2, denotata con Cj/5(5/2,0). Tenendo conto della condizione d’esistenza avremo che
I'insieme delle soluzioni dell’equazione proposta ¢ dato Cs/5(5/2,0) \ {(1,0)}.

Esercizio 3

Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale che puo essere riscritta nella forma
2 arctan(2z)+1
e

y'(z) = —rE e ¥(®): ovvero essa risulta essere a variabili separabili e priva di soluzioni singolari.
Poiché il secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per
z € Rey € R, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili.
Otteniamo

e2 arctan(2z)+1 e2 arctan(2z)+1 e2 arctan(2z)+1

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo log (%) =1—-1og8 = y(0) = log (% + C), che fornisce C' = 0.

Quindi la soluzione richiesta e
e2 arctan(2z)+1
)

Esercizio 4
Il campo d’esistenza della funzione proposta si ottiene imponendo le condizioni

&> — 2" #0, e (e” —2) #0,
1 <—

e2r — 2e® st

|e2$ 72em| >1.



La prima condizione conduce a e® # 2, ovvero x # log 2, mentre, effettuando la sostituzione t = e*, dalla
seconda otteniamo

o t2-20-1>0 = t<1-V2et>14+V2 = e">14+V2 < z>log(l+V?2),
o tP-2041<0 <= t=1 <— =1 < z=0.

Tenendo conto che 0 < log2 < log(1 + v/2), si ricava

D={zeR : z>log(1+v2)}u{0}.

Esercizio 5

a) L’affermazione ¢ falsa, basta considerare la funzione f(z) = 1 per « # 0 e f(0) = 0, che & discontinua
inxz=0.

b) L’affermazione & vera, poiché per definizione di funzione continua nel punto = 0 si ha

per ipotesi

lim f(z) = f(0) 0.

z—0
¢) L’affermazione ¢ falsa, basta considerare la funzione del punto a) che, essendo discontinua in = 0, non
puo essere neppure derivabile in tale punto.

d) L’affermazione & falsa, basta considerare la funzione f(z) = z, che vale 0 nell’origine ed & ivi derivabile
con f/'(0) = 1.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini di segno dipendente dal parametro «, pertanto
consideriamo direttamente la serie dei valori assoluti ed applichiamo il criterio della radice. Ricordando le
proprieta delle potenze e il limite notevole {/n — 1, otteniamo

. n 1 3a—1 _5
~J —_— —_ —_—
n 7l2 6

Pertanto, la serie proposta converge assolutamente per « < —5/6 e « > 5/6, mentre non converge per
—5/6 < o < 5/6. Invece, per a = £5/6 il criterio non da alcuna informazione e quindi la serie va studiata

<1 sea < —5/6ea>5/6,
>1 se —5/6 < a < 5/6,
=1 se o« = +£5/6.

=5
6o

(=5)"
(Tl2 + 2)304—1 (60[)"

in altro modo. Per o« = 5/6 la serie proposta si riscrive nella forma (ng che converge assolutamente

71)77,

+2)3/2)
per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata %; per @ = —5/6 la serie proposta si riscrive
nella forma 3~ (n? 4 2)7/2, che non converge poiché il termine generale non ¢ infinitesimo.

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib e richiedendo la condizione d’esistenza z # 0, 'equazione proposta si puo riscrivere nella

forma
a24b(b+1)

a+i(b+1) b(b ]
=e = e 274202 =g

e 2a+2ib

che fornisce a? + b(b + 1) = 2a? + 2b, ovvero a® + b* + b = 2a% + 2b%. Quest’ultima equazione si pud
riscrivere nella forma a? + (b — 1/2)? = 1/4, che rappresenta la circonferenza di centro (0,1/2) e raggio 1/2,
denotata con C/5(0,1/2). Tenendo conto della condizione d’esistenza avremo che I'insieme delle soluzioni
dell’equazione proposta ¢ dato C4/2(0,1/2) \ {(0,0)}.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale che puo essere riscritta nella forma

arctan 41 o—y%(a) . . e o o
y'(z) = 62+72I2 EQZJT’ ovvero essa risulta essere a variabili separabili e priva di soluzioni singolari. Poiché
il secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per x € R e

y € R\ {0}, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Otteniamo

5 5 earctanm+1 earctaanrl earctanx+l
o =/2yey dyz/ dz = +C = y@) = log<+0>.

2 + 222 2 2

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo ,/log (%) =+v1—-log2 = y(0) = /log (g + C’), che fornisce
C = 0. Quindi la soluzione richiesta e
earctan x+1
o = s (257
Esercizio 4

Il campo d’esistenza della funzione proposta si ottiene imponendo le condizioni

x#£0,

’66/1 _ 263/1’

<1.

3/x

Effettuando la sostituzione ¢t = ¢°/*, dalla seconda condizione otteniamo

o 2-2-1<0 = 1-V2<t<1+V2 — &7<14+V2 — <log(1+v?2),

3
X
o t2-241>0 = WVtcR <= VzcR\{0}.

3



Tenendo conto che log(1 4 v/2) > 0, la prima disequazione ¢ sempre verificata per z < 0, mentre per z > 0

3 P
n > ——= — Pertan 1 ricav.
conduce a © > oa (Lt v3) ertanto, si ricava

3
D = (—O0,0) U w7+00) .

Esercizio 5
a) L’affermazione e vera, poiché la derivabilita in = 0 implica la continuita in tale punto.
b) L’affermazione & falsa, basta considerare la funzione f(x) = 2z + 1, che non ¢ infinitesima per x — 0.
¢) L’affermazione ¢ vera, come conseguenza dello sviluppo di Mc¢ Laurin in & = 0, che fornisce

f(@) = f0)+ f(0)x +o(z) = f(0) + 22 +0(x) =  f(x)—f(0)~2z.

d) L’affermazione ¢ falsa poiché, essendo f discontinua in x = 0, essa non puo essere ivi derivabile (e per
di pitt con derivata pari a 2).



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta ¢ a termini di segno dipendente dal parametro «, pertanto
consideriamo direttamente la serie dei valori assoluti ed applichiamo il criterio della radice. Ricordando le
proprieta delle potenze e il limite notevole {/n — 1, otteniamo

n l—a >1 sea < —6/5ea>6/5
5a)n 5 1 5 ’
V] = of| 08| ofjpelt (L S22 <1 se—6/5<a<6/5
6" (n+ 3)l-« 6 n 6
=1 se a = +6/5.

Pertanto, la serie proposta converge assolutamente per —6/5 < o < 6/5, mentre non converge per o < —6/5
e a > 6/5. Invece, per o« = £6/5 il criterio non da alcuna informazione e quindi la serie va studiata in altro

modo. Per @ = 6/5 la serie proposta si riscrive nella forma > (n + 3)1/ 5. che non converge poiché il termine

N . . . .. . —1)"
generale non ¢ infinitesimo; per & = —6/5 la serie proposta si riscrive nella forma W, che converge

assolutamente per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata #

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib e richiedendo la condizione d’esistenza z # 0, ’equazione proposta si puo riscrivere nella

forma
2a42i(b—1)

2a242b(b—1)
e a+1ib 3 3

=e <— e aZ+b? =€,

che fornisce a? + b(b + 1) = 2a® + 2b2, ovvero 2a? + 2b% — 2b = 3a? + 3b%. Quest’ultima equazione si puo
riscrivere nella forma a? 4 (b+1)? = 1, che rappresenta la circonferenza di centro (0, —1) e raggio 1, denotata

con C(0,—1). Tenendo conto della condizione d’esistenza avremo che 'insieme delle soluzioni dell’equazione
proposta & dato C1(0,—1) \ {(0,0)}.

Esercizio 3

Il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale che puo essere riscritta nella forma
, GBarctane+2 oy (@) . C e - . . . . L1
y(x) =— T3ET 2y(a) s OVVero essa risulta essere a variabili separabili e priva di soluzioni singolari. Poiché

il secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per x € R e
y € R\ {0}, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Otteniamo

2 5 63 arctan x+2 63 arctan x+2 eS arctan z+2
—e Y :/de*y dy:f/idx:fiqtc = y(x) =4/ —log <C)

3+ 3a2 9 9

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo 4/— log (%) = log9—2 = y(0) = y/—log (% — C), che
fornisce C' = 0. Quindi la soluzione richiesta e

e3 arctan x+2
y(z) og ( 5 )
Esercizio 4

Il campo d’esistenza della funzione proposta si ottiene imponendo le condizioni

x#£0,

’62/1 _ 261/9{:

<1.

1/z

Effettuando la sostituzione t = ¢'/7, dalla seconda condizione otteniamo

1

o t2-2-1<0 = 1-V2<t<14+V2 «— €e/?<1+V2 = =<log(1+V2),
X

o t2-241>0 = WVtcR <= VzcR\{0}.

5



Tenendo conto che log(1 4 v/2) > 0, la prima disequazione ¢ sempre verificata per z < 0, mentre per z > 0

i PR
n > ——=— Pertan 1 ricav.
conduce a © > oa (L1 v3) ertanto, si ricava

1
D = (—O0,0) U w7+00) .

Esercizio 5
a) L’affermazione e vera, come conseguenza dello sviluppo di Mc¢ Laurin in « = 0, che fornisce

f@)=f0)+ f(0)x+o(x) = f0)+ 22 +0(z) <  flz)—f(0)~2z.

b) L’affermazione ¢ falsa poiché, essendo f discontinua in x = 0, essa non puo essere ivi derivabile (e per
di pitt con derivata pari a 2).

¢) L’affermazione & falsa, basta considerare la funzione f(z) = 2z + 1, che non & infinitesima per x — 0.

d) L’affermazione ¢ vera, poiché la derivabilitd in 2 = 0 implica la continuita in tale punto.



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini di segno dipendente dal parametro «, pertanto
consideriamo direttamente la serie dei valori assoluti ed applichiamo il criterio della radice. Ricordando le
proprieta delle potenze e il limite notevole {/n — 1, otteniamo
<1 se —2/3 < a < 2/3,

o] = ¢ . ¢ ERmE
i 2121 sea==x2/3

Pertanto, la serie proposta converge assolutamente per —2/3 < « < 2/3, mentre non converge per o < —2/3
e a > 2/3. Invece, per v = +2/3 il criterio non da alcuna informazione e quindi la serie va studiata in altro
modo. Per o = 2/3 la serie proposta si riscrive nella forma 3 (—1)"(n? + 1), che non converge poiché il

termine generale non & infinitesimo; per & = —2/3 la serie proposta si riscrive nella forma > ﬁ, che

1
nb "

(—3a)n > 1 se < —2/3ea>2/3,

—3a
on (TL2 + 1)173(1

2

converge per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata >

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib e richiedendo la condizione d’esistenza z # —1, 'equazione proposta si puo riscrivere
nella forma

da(a+1)+4b2
et | = ¢ = e (arnZ2 — @°

4a+4ib
)

che fornisce 4a(a + 1) + 4b? = 5(a + 1)? + 5b%, ovvero 4a? + 4a + 4b* = 5a® + 10a + 5 + 5b*. Quest’ultima
equazione si puo riscrivere nella forma (a + 3)? + b? = 4, che rappresenta la circonferenza di centro (—3,0)
e raggio 2, denotata con C3(—3,0). Tenendo conto della condizione d’esistenza avremo che 'insieme delle
soluzioni dell’equazione proposta & dato Ca(—3,0) \ {(—1,0)}.

Esercizio 3

Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale che puo essere riscritta nella forma
arctan(2z)+2
e

Yy (x) = — 37T e¥(*): ovvero essa risulta essere a variabili separabili e priva di soluzioni singolari. Poiché
il secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per z € R e
y € R, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Otteniamo

earctan(Qw)-{-Q earctan(Qw)-i-Q earctan(Qau)+2
e V= [eVdy=— [ de=-" 4O = = —log("—— —C).
¢ /e Y / 3+ 1222 6 ' y(z) = —log ( 6 )

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo — log (%) =log6 —2 = y(0) = —log (% — C), che fornisce
C = 0. Quindi la soluzione richiesta ¢

earctan(2w)+2
ylo) = —tog ()

Esercizio 4
Il campo d’esistenza della funzione proposta si ottiene imponendo le condizioni

€6$—263$§£07 631(631_2)7&0,
1 —
<1

ebr — Qedz | = 7 ‘e&” — 2e3x‘ >1.

La prima condizione conduce a 3 # 2, ovvero x # (log2)/3, mentre, effettuando la sostituzione t = 3%,
dalla seconda otteniamo

1
e 22120 <= t<1-V2et>14V2 — *>14V2 — nglog(l—&—\/i),
o t2-24+1<0 = t=1 +— =1 — z=0.

Tenendo conto che 0 < (log2)/3 < log(1 + v/2), si ricava

D:{xER : xZ;log(l—i—\@)}U{O}.



Esercizio 5

a) L’affermazione e falsa, basta considerare la funzione f(x) = x, che vale 0 nell’origine ed & ivi derivabile
con f'(0) = 1.

b) L’affermazione ¢ falsa, basta considerare la funzione del punto c¢) che, essendo discontinua in = 0, non
puo essere neppure derivabile in tale punto.

¢) L’affermazione & falsa, basta considerare la funzione f(z) = 1 per x # 0 e f(0) = 0, che & discontinua
inxz=0.

d) L’affermazione e vera, poiché per definizione di funzione continua nel punto = 0 si ha

per ipotesi

lim f(z) = f(0)

z—0



