SOLUZIONI COMPITO del 3/02/2012
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1

Effettuando la sostituzione t = arctan(3/x), da cui dt = dx, t(0) = 0, t(1/9) = m/4, si ottiene

3
(14+9z)2/x

/1/9 earctan(?)ﬁ) /4 . ( /4 )
7dx:6/ e dt=6(e"""—-1).
o (g+z)ve 0

Esercizio 2
Osserviamo, innanzitutto, che sin (%) — 0, per n — +o0o. Pertanto, per « = 0 e a < 0 otteniamo,

rispettivamente, [0V371] = 0 e [07°°] = 0. Al contrario, per @ > 0 abbiamo un caso di indecisione della
forma [0°]. Passiamo, quindi, alla forma esponenziale
1 se a > 1,
ap, = exp {(\/1 +2/n> —1)log (sin(l/ﬁ))} — { 1/y/e sea=1,
0 se 0 <<,
poiché
1 1 n 1 0 se a > 1,
(V1+2/n>—1)log (sin(l/x/(?")) ~ —log <) = o= { -1/2 se v =1,
" Ver 2n 2n —00 se 0 <o <1

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & A> — A\ — 2 = 0. Essa ha come soluzioni A = —1,2;
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(r) = Cre~% + Cye?*. Dal metodo
di somiglianza, otteniamo che la soluzione particolare y,(z) sara della forma y,(z) = Ae™2*. Derivando
quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

4A+2A4A —2A = -1 da cui A=-1/4.

Pertanto, 'integrale generale dell’equazione completa sara

1
y(x) = Cre™" + Coe®” — 1 e 2,

Imponendo le condizioni richieste, ricaviamo 0 = y(0) = C;+Cy—1/4 e lim, 1 o0 y(x) = lim, 4 oo Coe** =0
se e solo se Cy = 0, che fornisce C; = 1/4. Quindi la soluzione richiesta ¢ unica ed & data da

y(x) = i (e —e™%).

Esercizio 4
Inanzitutto, osserviamo che la funzione proposta e dispari, pertanto ¢ sufficiente studiarne il comportamento
per £ — +o00. Abbiamo

3a2e” 3
Jm f@)= lim Tl = lm g =+,
3z 3
T ACONN T O O )
z—+4o0 I z—+o0 2% 2

2 . 2
322 +2log 2| — 622 — 222 sina? — 3z%e”

lim [f(x)_%} — lim

z—+Foo 2 z—00 z[4 + sin(z4) + 2e*7]
2log |z| — 622 — 322 sinz*
i 2ol 2 -0 =  ¢=0.
z—+400 2xe”

Pertanto, la retta di equazione y = 3x/2 & asintoto obliquo per z — +oo.



Esercizio 5
i) Ricordando che, per ipotesi, f & pari, e ponendo y = 1/, con ¢ — 0T, si ha che y — 400 e

f(logy) = f (10g 1) = f(—logt) = f(logt) ~t = 5

ii) Poiché f ¢ continua, ¢ sufficiente studiarne il comportamento per x — +oo. Riscrivendo x = log(e®),
dal punto i) con y = e*, otteniamo

f(z) = f(log(e")) ~ eiw per = — 400.

Poiché quest’ultima funzione & impropriamente integrabile a oo, I'integrale proposto esiste finito per
il criterio del confronto asintotico.



TEMA B

Esercizio 1

Effettuando la sostituzione ¢ = arctan(z?/2), da cui dt = ez 4, 1(0) =0, t(v/2) = m/4, si ottiene
V2 arctan(z?/2) 1 w/4 1
/ xeidxzf/ etdt = ~(e"* —1).

Esercizio 2
Osserviamo, innanzitutto, che log (1 + eTln) — 0, per n — 4o00. Pertanto, per « = 0 e a < 0 otteniamo,
rispettivamente, [0°~1] = 0 e [07°°] = 0. Al contrario, per a > 0 abbiamo un caso di indecisione della forma
[0°]. Passiamo, quindi, alla forma esponenziale

1 1 se a > 1,
Qy, = €Xp [(el/n —1)loglog (1 + 2)] - { 1/e? se a =1,
e n

0 se0<a<l,
poiché
0 sea>1
« 1 1 1 2 2 ’
(el/n —1)loglog [ 1+ ~—log | — 2 — — 4 —2 se o =1,
e2n ne e2n ne na—1
—00 se0<a<l.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata @ A> — 2\ — 3 = 0. Essa ha come soluzioni A = —1, 3;
pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(z) = Cie™® + Coe3%. Dal metodo
di somiglianza, otteniamo che la soluzione particolare y,(z) sard della forma y,(z) = Ae**. Derivando
quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

4A —4A—-3A= -6 da cui A=2.
Pertanto, 'integrale generale dell’equazione completa sara
y(x) = Cre™" 4+ Ce®” 4 2%

Imponendo le condizioni richieste, ricaviamo 0 = y(0) = C1 +Ca+2 e lim, oo y(z) = limy oo C1e7™* =0
se e solo se C7 = 0, che fornisce Cy = —2. Quindi la soluzione richiesta & unica ed ¢ data da

Esercizio 4
Inanzitutto, osserviamo che la funzione proposta ¢ pari, pertanto ¢ sufficiente studiarne il comportamento
per x — +o00. Abbiamo

4221
S S = i gy =l 2= oo,
P
A B T
Tr—+00 €T r——4o0 I

, . 4a2?logx + logx? — 62 — 2z cosx — 42 logx
lim [f(z) —2z] = lim
z—+00 z—+00 3+4cosx+2zxlogx

log 2% — 62 — 2z cosx

= lim =0 == =0.
z—+00 2z logx 1
Pertanto, la retta di equazione y = 2x e asintoto obliquo per x — 400, mentre la retta di equazione y = —2x

¢ asintoto obliquo per z — —o0.



Esercizio 5
i) Ricordando che, per ipotesi, f ¢ dispari, e ponendo y = €'°8¥, con y — +o0, si ha

f(=y) =—fly) = —f (°8Y) ~ —logy.

ii) Poiché f & continua, & sufficiente studiarne il comportamento per  — 0~. Riscrivendo 1 = —el8(=1/®),
dal punto i), con y = elog(=1/7) " otteniamo

f <1) =f (felog(*l/z)> ~ —log(—1/z) = log(—z) = 1 per = — 0.

z ~ 20[log(~a)] !

Poiché quest’ultima funzione e impropriamente integrabile in un intorno di 07, I'integrale proposto esiste
finito per il criterio del confronto asintotico.



TEMA C

Esercizio 1 ,
Effettuando la sostituzione ¢ = arctan(2®/3), da cui dt = 775575y dz, 1(0) = 0, t(3/3) = /4, si ottiene

v an(z® s
/\/5 r2e2arcta (x°/3) e — 1/ /4 e2t gt — i(ew/Q B 1)
0 9+$6 9 0 18 )

Esercizio 2
Osserviamo, innanzitutto, che cosh (e%) — 1 — 0, per n — +00. Pertanto, per « = 0 e o < 0 otteniamo,

rispettivamente, [0'°83] = 0 e [07°°] = 0. Al contrario, per a > 0 abbiamo un caso di indecisione della forma
[0°]. Passiamo, quindi, alla forma esponenziale

V2 1 se a > 2,
ap, 1= exp llog(l +2/n%)log (cosh <n2> — 1)] — { 1/e se o =2,
© 0 se 0 <a<?2,
poiché

0 se o > 2

2 2 1 4n? 4 ’

log(1 4+ 2/n%)log ( cosh —\/; 1) ~—log|—= )= L — < —4 se a = 2,
en no e2n no—2

—00 se 0 < a<?2.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & A> + X — 3 = 0. Essa ha come soluzioni A\ = 1, —3;
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(r) = Cre® + Coe 3%, Dal metodo
di somiglianza, otteniamo che la soluzione particolare y,(z) sard della forma y,(z) = Ae*/2. Derivando
quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

§+A—3A:—7 da cui A=4.

Pertanto, 'integrale generale dell’equazione completa sara
y(z) = Cre” 4 Coe™3% + 4%/2

Imponendo le condizioni richieste, ricaviamo 0 = y(0) = C; +Co+4 e lim, . o y(x) = lim, . o, Coe 3% =0
se e solo se Cy = 0, che fornisce C; = —4. Quindi la soluzione richiesta ¢ unica ed ¢ data da

y(z) =4 (e‘”/2 - e’”) .

Esercizio 4
Inanzitutto, osserviamo che la funzione proposta ¢ pari, pertanto ¢ sufficiente studiarne il comportamento
per x — +o00. Abbiamo

12221
lim f(z)= lim 220 8T _ lim 6r = +o0,
z—+00 z—+oo 2xlogx z—~+00
T ) A
r—+oo I r—+4oo I

1222 log x + logx — 62 — 6z cos z® — 1222 log =

lim [f(z) —6z] = lim

Pra——— z—+00 1+ cos(z3) 4+ zlog z2
. log x — 62 — 62 cos 2°
= lim g =0 = q=0.
z—+00 2zlogx
Pertanto, la retta di equazione y = 6x € asintoto obliquo per x — 400, mentre la retta di equazione y = —6x

¢ asintoto obliquo per z — —oo.



Esercizio 5
i) Ricordando che, per ipotesi, f ¢ dispari, e ponendo y = €'°8¥, con y — +o0, si ha

f(=y) =—fly) = —f (°8Y) ~ —logy.

ii) Poiché f & continua, & sufficiente studiarne il comportamento per  — 0~. Riscrivendo 1 = —el8(=1/®),
dal punto i), con y = elog(=1/7) " otteniamo

f <1) =f (felog(*l/z)> ~ —log(—1/z) = log(—z) = 1 per = — 0.

z ~ 20[log(~a)] !

Poiché quest’ultima funzione e impropriamente integrabile in un intorno di 07, I'integrale proposto esiste
finito per il criterio del confronto asintotico.



TEMA D

Esercizio 1

Effettuando la sostituzione ¢ = arctan(+/z), da cui dt = dx, t(0) = 0, t(1) = /4, si ottiene

1
(1++/z)4x3/4
/1 e2arctan( Yz)+1

0

w/4
R S 241 3y _ oram/241 _
ENorL dx—4/0 e dt = 2(e e).

Esercizio 2
Osserviamo, innanzitutto, che /1 + eg —1 — 0, per n — 400. Pertanto, per « = 0 e o < 0 otteniamo,

rispettivamente, [0"P1] = 0 e [07>°] = 0. Al contrario, per @ > 0 abbiamo un caso di indecisione della
forma [0°]. Passiamo, quindi, alla forma esponenziale

V2 {1 se a > 2,
1 —

ap = exp |sinh(1/n%)log 14— — 1/e sea=2,
© 0 se 0 < a< 2,

poiché

0 se o > 2

2 1 1 2 1 '

sinh(1/n%)log 1/14—%—1 ~ —log (1’7,2) :—n—a:— — — {—1 se a =2,
© n € n " —0 se0 < a<2.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coeflicienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata @ A2 + A — 2 = 0. Essa ha come soluzioni A = 1, —2;
pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(z) = Cie® + Coe™2%. Dal metodo
di somiglianza, otteniamo che la soluzione particolare y,(x) sara della forma y,(z) = Ae=*/2. Derivando
quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava
A A

9 .
1—5—2.4—1 da cui A=-1.

Pertanto, 'integrale generale dell’equazione completa sara

y(x) = Cre® + Coe™ 2% —e™%/2,

Imponendo le condizioni richieste, ricaviamo 0 = y(0) = C; + Co — 1 e limgz— oo y(x) = limy oo C17 =0
se e solo se C; = 0, che fornisce Cy = 1. Quindi la soluzione richiesta ¢ unica ed ¢ data da
y(z) = e 2 —e7%/2,

Esercizio 4
Inanzitutto, osserviamo che la funzione proposta e dispari, pertanto & sufficiente studiarne il comportamento
per £ — +00. Abbiamo

2zte”
Jm f(z) = lim o = lim Sz =+oo,
2 2
im 10 o 22 o
r—+oo I r—+00 3 3
i f(2) 2 | . 2746’ +logz? — %m‘l — %x‘l sin 22 — 2z%e®”
LEJIJIrloo v 39j B I*{I#I}OO 5L‘3 [5 —+ sin(xQ) =+ 3e$2}
. logaz? — Pat — 22t sing?
- zkr-ir-loo 3x36:1:2 =0 == q= 0.

Pertanto, la retta di equazione y = 22/3 & asintoto obliquo per  — +o0.



Esercizio 5
i) Ricordando che, per ipotesi, f & pari, e ponendo y = 1/, con ¢ — 0T, si ha che y — 400 e

f(logy) = f (10g 1) = f(—logt) = f(logt) ~t = 5

ii) Poiché f ¢ continua, ¢ sufficiente studiarne il comportamento per x — +oo. Riscrivendo x = log(e®),
dal punto i) con y = e*, otteniamo

f(z) = f(log(e")) ~ eiw per = — 400.

Poiché quest’ultima funzione & impropriamente integrabile a oo, I'integrale proposto esiste finito per
il criterio del confronto asintotico.



