SOLUZIONI COMPITO del 3/03/2011
ANALISI 1 - BIAR/BSIR 12 CFU
ANALISI 1 (I MODULO e/o II MODULO)
INFORMATICA + AUTOMATICA 5 o 5+5 CFU

TEMA A
Esercizio 1
Osserviamo che f(z) = —2m se e solo se z = 1, cio¢ f~(—2m) = 1. Quindi, dal teorema di derivazione della
funzione inversa, tenendo conto che f/(x) = —e=®~! — 27, si ricava

-1\ ) = 1 — 1 = — 1
(f77)(=2m) fr(f~1(=2n)) (1) 1427

Esercizio 2
Osserviamo che I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma 2° 4+ 23 — 122 — 1 = (23 —4)(22 + 1) = 0.
Quindi essa & equivalente alle due equazioni 2> —2 =0 e 22 + 1 = 0. La prima ha come soluzioni le 3 radici
cubiche di 2 = e™/2, ovvero z = e{™/2+2kM)/3 [ — (1,2, da cui 21 = —1, 20 = 11— V3),23 = 1(1+V3). La
seconda ha come soluzioni le 2 radici quadrate di —1 = e'™, ovvero z = "("™+2km)/2 | — (0,1, da cui 24 = 1,
zZ5 = —1.

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per le funzioni z — log(l — ) e  — €” e quello al
terzo ordine per la funzione x — sin(—x), si ottiene

log(1 —x) = —a — 2%/2 + o(x?) sin(—x) = —x + 2%/6 + o(x?) e® =142+ 2%/2+ o(2?).
Pertanto si ricava

ln(l—av)—l—W—l—e'qc —x—22/2-1+2%/6+1+x+22/2

lim = lim
r—0+ re r—0+ e
2 0 se a < 2
x°/6 ’
= lim+ (/X {1/6 se o =2,
et +o00 se«a > 2.

Quindi il limite proposto sara diverso da 0 se e solo se a > 2.

Domanda 1
Poiché f & non decrescente e concava, si ha che f/(z) > 0e f”(z) <0 per ogni € R. Inoltre, dal Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale si ricava che

Fl(@) =[f'()]? 20  F'(z) =2f"(2)f"(x) <0,

ovvero F' ¢ anch’essa non decrescente e concava.

Esercizio 4
Calcolando le derivate parziali, otteniamo il sistema

of

_ 2 _
§g\BY) =32y +20=0 {xzo {—3x4/2+2:0
- _ oppure 3
%(w,y)=x3+2y=0 y=0 y=—a"/2

da cui si ricava che i punti critici sono (0,0), (£3{77, F3571)-



Esercizio 5
Passando in coordinate polari centrate nell’origine, si ottiene

// 2:cydxdyf/ /3 2% cos(6) sin(h)dOdp = {TE [sin2(6)] 2

Esercizio 6
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare non omogenea del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva si ottiene e sufficiente calcolare, per z > 0,
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1 1 2 2
/*dI’ZIOg‘T‘FC /eilOgm(1+l‘2)d$:/ Tz dx:logz+%+c’
z T
Pertanto 'integrale generale sara della forma
1 1 1'2 .’132 1 3
y(x) = Ce®8® 4 8" <1Oggc + 2) =Cx+zx (logm + 2) = 3 (2Ca: +x° + 2331n(x)) .
Imponendo, infine, la condizione iniziale si ricava

(=32 +2° + 2z1n(2)) .

l\')\»—l

—1:y(1):%(20+1) — =32 —  ya)=

Domanda 2
a) & vera per il Teorema del Confronto.
b) & falsa per il Teorema del Confronto Asintotico, poiché - -3 non ¢ integrabile in senso improprio in (0, 1].
c) ¢ falsa, ad esempio f(x) = min{l, 2} & decrescente, ma non & mtegrablle in senso improprio in (0, +00).
d) ¢ falsa, poiché f(z) = z%/ ln(l + 31/2) per z — +o00, ma 3/2 non ¢ integrabile in senso improprio per
z— 0F.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che f(z) = 27 se e solo se z = 7, cio¢ f~1(27) = 7. Quindi, dal teorema di derivazione della
funzione inversa, tenendo conto che f’(x) =2 + 7cosx, si ricava

1y _ 1 1
VD= 7 T w2

Esercizio 2
Osserviamo che 'equazione proposta si pud riscrivere nella forma 2° + 23 4+ 1122 +1 = (23 +12)(2%2 + 1) = 0.
Quindi essa & equivalente alle due equazioni 22 +¢ =10 e 224+ 1 = 0. La prima ha come soluzioni le 3 radici
cubiche di — = e~ /2 ovvero z = e!(~7/242kM)/3 L — (0 1,2 dacuiz =1, 20 = %(—Z—\/§)7Z3 = %(—H—\/g).
La seconda ha come soluzioni le 2 radici quadrate di —1 = '™, ovvero z = e("™+2km)/2 L — (.1, da cui 24 =1,
zZ5 = —1.

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per le funzioni z +— log(l — z) e  — e® e quello al
terzo ordine per la funzione x — sin(—x), si ottiene

log(1 —z) = —2 — 2%/2 + o(x?) cosx =1—2%/2+ o(x?) e’ =1+a+2%/2+o(z?).
Pertanto si ricava

In(1 — x) — cos(x) + €* —x—22/2-1+2%/2+ 142+ 22/2

lim = lim
r—0t T z—0t e
2 0 se o < 2
x*/2 ’
= lim+ é 2{1/2 se o =2,
om0t 400 sea > 2.

Quindi il limite proposto sara diverso da 0 se e solo se a > 2.

Domanda 1
Poiché f & non decrescente e concava, si ha che f'(x) > 0 e f”(z) < 0 per ogni « € R. Inoltre, dal Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale si ricava che

Fl(@) =[f'(@)]? 20 F'(z) =2f"(2)f"(x) <0,

ovvero F' ¢ anch’essa non decrescente e concava.

Esercizio 4
Calcolando le derivate parziali, otteniamo il sistema

of a2 _
%(x,y)—Sxy—Qm—O . -
of y

gy(%y) =2°—2y=0

da cui si ricava che i punti critici sono (0, 0), (i31/4 y 3% ).

Esercizio 5
Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ricava

S E P’ = 3 81
// 2xydx dy = / / 2p% cos(6) sin(0)dOdp = [] [sin?(0)] T, = —(s—1)=——.
D 0o J- 4], 4°2 8

jus
2



Esercizio 6
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare non omogenea del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva si ottiene ¢ sufficiente calcolare, per z > 0,

1 21 2
/fdleogquC /eflogz(xzfl)dx:/x dx:%flogx+0.
x

X

Pertanto 'integrale generale sara della forma

2 2
1
y(z) = Ce'8™ 4 elos® (2 — logx) =Czr+ux (332 — logaz) =3 (2Cz + 2° — 2z1n()) .

Imponendo, infine, la condizione iniziale si ricava

1:y(1):%(20+1) = Cc=1/2 = y(z) = = (z+2° — 2z1n(x)) .

DN | =

Domanda 2
a) & vera per il Teorema del Confronto.
b) & falsa per il Teorema del Confronto Asintotico, poiché ;12 non ¢ integrabile in senso improprio in (0, 1].
c) ¢ falsa, ad esempio f(x) = min{l, %} ¢ decrescente, ma non ¢ integrabile in senso improprio in (0, +00).
d) & vera per il Teorema del Confronto Asintotico, perché f(z) ~ 13—1/2 per x — o0 e 13% ¢é integrabile in
senso improprio in [1,00)



TEMA C

Esercizio 1 Osserviamo che f(z) = 27 se e solo se x = €2, cioe f~1(27) = e?. Quindi, dal teorema di
derivazione della funzione inversa, tenendo conto che f'(x) =1+ 7/x, si ricava

1y _ 1 1 1
VD= e T @) T 1v s

Esercizio 2
Osserviamo che I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma 2° — 23 4+ 1422 — 1 = (23 +14)(22 = 1) = 0.
Quindi essa & equivalente alle due equazioni z2 +2 =0 e 22 — 1 = 0. La prima ha come soluzioni le 3 radici
cubiche di —¢ = e™*"/2, ovvero z = e!(=™/2+2M)/3 | = 0,1,2, dacui 21 =1, 20 = 1(—1—V/3),23 = L(—1+V3).
La seconda ha come soluzioni le 2 radici quadrate di 1 = €0, ovvero z = "0t2km)/2 1. — (.1, da cui z4 = 1,

Z5 = —1.

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per le funzioni  — log(l — x) e z — e* e quello al
terzo ordine per la funzione x — sin(—x), si ottiene

log(l —2) = —x — 2%/2 + o(x?) cosx =1—2%/2 + o(z?) e =1—z+2%/2+0(x?).
Pertanto si ricava

In(1 — x) + cos(z) —e™® —r—22/24+1—2%/2 -1+ —22/2

lim = lim
z—0t+ re z—0t T
0 se a < 2
—3z2/2 )
= lim+ a/ {—3/2 se o = 2,
o0 —00  sea > 2.

Quindi il limite proposto sara diverso da 0 se e solo se a > 2.

Domanda 1
Poiché f & non decrescente e concava, si ha che f/(x) > 0 e f”(z) < 0 per ogni « € R. Inoltre, dal Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale si ricava che

Fl@)=[f'(@) =20  F'(z)=2f(x)f"(x) <0,

ovvero F' ¢ anch’essa non decrescente e concava.

Esercizio 4
Calcolando le derivate parziali, otteniamo il sistema

of 2

P — oppure 3
?f(x7y)=x3—2y=0 - y=a"/2
Y

da cui si ricava che I'unico punto critico ¢ (0, 0).

Esercizio 5
Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ricava

313 *1° = 3 1. 8l
// 2xydxr dy = / / 2p3 cos(0) sin(#)dOdp = | = [sinQ(G)]; =—01-2)=—.
D 0 % 4 0 4 4 2 8



Esercizio 6
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare non omogenea del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva si ottiene ¢ sufficiente calcolare, per z > 0,

1.4 2

1
/f—dx: —logz+C /elogz(szrl)dx:/x(x2+1)dxf 1 +%+C’.
x
Pertanto 'integrale generale sara della forma

4 2 4 2
B N R (AL IPOL S A N 2 4 gt
y(x) = Ce +e <4+2>_C:c+ —1-2 —4x(4C+2x +zt) .

Imponendo, infine, la condizione iniziale si ricava

1 1
1=y(1)=1(40+3) = C=1/4 = y(x):E(l—l—sz—I—m‘l) .

Domanda 2
a) & falsa, basta considerare, ad esempio, g(z) = xg% e f(z)=1.
b) & vera per il Teorema del Confronto asintotico, poiché 11—1/2 & integrabile in senso improprio in (0, 1].
c) ¢ falsa, ad esempio f(x) = min{l, % ¢ decrescente, ma non ¢ integrabile in senso improprio in (0, +00).
d) ¢ falsa per il Teorema del Confronto Asintotico, perché f(z) = a:l% ~ sin(ml—lﬂ) per x — oo e xl% non e
integrabile in senso improprio in [1, o)



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che f(z) = 27 se e solo se x = 0, cioe f~1(2m) = 0. Quindi, dal teorema di derivazione della
funzione inversa, tenendo conto che f'(z) = 1+ 2we”, si ricava

1y - 1 _ 1 _ 1
UV = 5t ~ Fo) - 1en

Esercizio 2
Osserviamo che I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma 2° — 23 — 122 41 = (23 —4)(22 = 1) = 0.
Quindi essa & equivalente alle due equazioni 2> —2 =0 e 22 — 1 = 0. La prima ha come soluzioni le 3 radici
cubiche di 2 = €"™/2 ovvero z = ¢! ("/242km)/3 L = 0,1,2, da cui 21 = —1, 25 = 10— V3),z = 11+ V3).
La seconda ha come soluzioni le 2 radici quadrate di 1 = e, ovvero z = ¢"(0+2km)/2 L =0, 1, da cui 24 = 1,

Z5 = —1.

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per le funzioni z — log(l — ) e  — €” e quello al
terzo ordine per la funzione x — sin(—x), si ottiene

log(1 —x) = —a — 2% /2 + o(x?) sinz = x + 23/6 + o(z?) e ¥ =1—x+2%/2+0(z?).
Pertanto si ricava

In(1 — z) + 2@ _ oo - 22241 —22/6— 1+ — 2%/2

lim z = lim
z—0+ T z—0+ %
0 se a < 2
. =Tz2/6 ’
= hrn+ a/ {—7/6 se a =2,
e=0 z —o0  sea>2.

Quindi il limite proposto sara diverso da 0 se e solo se a > 2.

Domanda 1
Poiché f & non decrescente e concava, si ha che f/(z) > 0e f”(z) <0 per ogni € R. Inoltre, dal Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale si ricava che

Fl@)=[f'(@) 20  F'(z)=2f(z)f"(x) <0,

ovvero F' ¢ anch’essa non decrescente e concava.



Esercizio 4
Trovare i punti critici di f(z,y) = 23y — 2% + 2.

Calcolando le derivate parziali, otteniamo il sistema

g{(x,y):?)xzy*?x:O T = ~32%/2-2=0
of - oppure 3
Solay) =a® 42y =0 v=0 y=-/2

Y

da cui si ricava che 'unico punto critico & (0, 0).

Esercizio 5
Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ricava

3 p5r 413 4
/ / 2wyda dy = / / " 28 cos(6) sin(6)dodp — {p} sin2(@)] F =22 = 8L
D 0o Jz 4], Z 4°2 8

Esercizio 6

L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare non omogenea del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva si ottiene e sufficiente calcolare, per z > 0,

[—do=-togarc [orondo= [ala? i = - P v c
X

Pertanto 'integrale generale sara della forma

4 2 1 1 4 2 1
y(x) = (Ce gz | o~ logz (i — x2> =C—+— (w — 332) =~ (40—29&2—1—954) )

Imponendo, infine, la condizione iniziale si ricava
1 1 9 4
—1:y(1):1(40—1) = C=-3/4 = y(z) = — (=3 - 22" +2") .

Domanda 2
a) & falsa, basta prendere, ad esempio, g(z) = aﬁ% e f(z)=1.

b) e falsa per il Teorema del Confronto Asintotico, poiché ?12 non & integrabile in senso improprio in (0, 1].

)
c) ¢ falsa, ad esempio f(z) = min{1, 1} & decrescente, ma non & integrabile in senso improprio in (0, +00).
d) & falsa, poiché f(z) = ﬁ% ~ In(1+ IS%) per x — +00, ma le/z non ¢ integrabile in senso improprio per
x— 0F.



