SOLUZIONI COMPITO del 04/03/2011
ANALISI 1 - MECCANICA 9 CFU
CALCOLO DIFF. e INT. I+II - MECCANICA 11 CFU

TEMA A

Esercizio 1
Integrando per parti ed in seguito sostituendo t = e®, da cui dx = % dt, t(0) =1, t(n) = e™, per ogni n € N,
otteniamo

n

1 n | 1 N 1 1
I, = — dr = — LI
xef+10+/0 e’ +1 * ne”+1+/1 t+1¢t
1 e™ 1 e"l 1 o™ o™
=-—-n—— — —dt —dt = — —log(t+1 logt
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=— 1 log2.
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Pertanto, tenendo conto degli ordini di infinito, si ricava

li I, = 1l —n———o +1 7" +log2| = lim _n +1 —n + log2 = log 2
n 1 1 1 50 e e ’
im im n— og | — og . — og | — g g

Esercizio 2
Ponendo z = = + iy I’equazione proposta diventa

e"le™ Y| =e%e Y < 1 = r—y<O0.

Nel piano complesso, le soluzioni costituiscono il semipiano che si trova al di sopra della bisettrice y = .

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea. L’equazione
caratteristica associata ¢ data da A2+4 = 0, che ha come soluzioni A = £2i; quindi la soluzione dell’equazione
omogenea sard data da yo(z) = C; cos(2z) + Cy sin(2x). Dal metodo di somiglianza otteniamo, invece, che
la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Az® + Bz + C, da cui y,(z) = 24z + B e y)(z) = 2A.
Inserendo nell’equazione completa, si ottiene

4A =1,
2A + 4Ax? + 4Bz + 4C = 22 — 4B =0,
2A+4C =0,

ovvero y,(z) = 2%/4 — 1/8. Pertanto, l'integrale generale sara della forma
y(x) = C; cos(2x) + Co sin(2x) + 22 /4 —1/8.
Imponendo le condizioni richieste, si ricava

y(0) = C1 — 1/8

. 2 ) = Cy = Cy+m%/64.
y(m/4) = Crcos(n/2) + Cysin(mw/2) +7°/64 —1/8 = Cy + 7°/64 — 1/8

11 problema proposto (che non & un problema di Cauchy) ha, quindi, infinite soluzioni della forma

y(x) = (Cy + 72 /64) cos(22) + Cosin(2z) + 22 /4 —1/8, VCy e R.



Esercizio 4
2
Utilizzando lo sviluppo di Mc¢ Laurin al primo ordine per la funzione t — /14t con t = 1/n® | a # 0,

otteniamo o o
« «
\/ nO{. SnLY _ 1

n n T 3a+2pad42a241

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, la serie proposta con-
vergera se e solo se

a®+20%+1>1 = a?(a+2)>0 == a>-2 a#0.

Per o = 0 si ottiene, a meno di una costante moltiplicativa, la serie armonica che diverge.

Esercizio 5
Le affermazioni a) e b) sono false, basta considerare la funzione f(z) = x* che, pur soddisfacendo le ipotesi,
ha in z = 0 un punto di minimo assoluto (e non un flesso) ed ¢ un infinitesimo di ordine 4 per  — 0.
L’affermazione c) ¢ falsa, basta considerare la funzione f(x) = 3, che soddisfa le ipotesi ed ha in x = 0 un
punto di flesso (e non un estremante).
L’affermazione d) ¢ l'unica corretta, in quanto lo sviluppo di Mc Laurin di f al secondo ordine in z = 0
(ammissibile poiché f € C?) fornisce proprio

f"(0)

5 22 + o(2?) = o(x?),

fx) = £(0) + f'(0)x +

ove abbiamo tenuto conto dell’ipotesi f(0) = f'(0) = f”(0) = 0.

Esercizio 6
Effettuando una sostituzione in coordinate polari centrate in (0,0), si ottiene

i xy? + 23y liy PC08 0 - p?sin? 0 + p3 cos® 0 - psin f
im ————= = lim
(zy)—(0,0) \/22 4+ y2  p—0* VP2

i p°(cos Osin? @ + cos® Opsin 6)
= lim =
p—07F 14

)

indipendentemente da 6, poiché | cos#sin? 6 + cos® Opsin@| < 1+ p < 2, per p — 0.



TEMA B

Esercizio 1
Integrando per parti, per ogni n € N, otteniamo

I = -1 (1+x2)‘1 +/1 LB =2l (1+1/n?) —1lo 2+2/1 ! &
nT TR % yn Sy o 1+ 22 N & & 1/n o(1 +22)
1 1
1 T
2 2
=n"log(l+1/n —10g2+2/ fdt—2/ ——dx
( / ) l/n‘r 1/n1<i>x2
1 1
=n?log(1 +1/n?%) —log2 + 210gm’1/ —log(1+ x2)‘1/

=n?log(1 + 1/n?) —log2 — 2log(1/n) + log(1 + 1/n?) —log 2.

Pertanto, tenendo conto degli ordini di infinito ed utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per
la funzione ¢ +— log(1 +t), con ¢t = 1/n?, si ricava

lim I, = lim [(n® + 1) log(1 +1/n”) — 2log(1/n) — 2log2] = lim

— 400

1
[712 — —|—210gn} —2log2 = +4o00.
n

Esercizio 2
Ponendo z = x + 1y 'equazione proposta diventa

|ey/(r+iy)| _ |e(yz—iy2)/(.’t2+y2)| —_ emy/(fc2+y2) >1 E Ty > 0.

Nel piano complesso, le soluzioni costituiscono i punti interni al primo e al terzo quadrante, cioe dove parte
reale e immaginaria sono entrambe # 0 e concordi.

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea. L’equazione
caratteristica associata ¢ data da 4A\?* — 1 = 0, che ha come soluzioni A = +1/2; quindi la soluzione
dell’equazione omogenea sard data da yo(z) = C1e*/? + Che~*/2. Dal metodo di somiglianza otteniamo,
invece, che la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Az* + Bz 4+ C, da cui y,(z) = 24z + B e
Yy, (x) = 2A. Inserendo nell’equazione completa, si ottiene

—A=3,
8A — Az? — Bx — C = 322 = —B=0,
8A—-C=0,
ovvero y,(z) = —3z% — 24. Pertanto, l'integrale generale sara della forma

y(z) = Cre™/? + Cpe™/? — 322 — 24.
Imponendo le condizioni richieste, si ricava

y(1) = Cre'/? 4 Cpe /2 —3 - 24

12 _e=1/2] = 1/2 _ —1/2 _
y(_l) = Cle—1/2 + 0261/2 _3_94 - Cy [e € ] C’Q[e e ] E—— o Cy.

1l problema proposto (che non ¢ un problema di Cauchy) ha, quindi, infinite soluzioni della forma

y(z) = C1[e*/? +e™%/?| =322 — 24,  VC, e R.



Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione t — /1 + ¢ con t = 1/n, otteniamo

2
na—l ,na—l 5

(,5/1 +1- 1)a2 NESE

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, la serie proposta con-
vergera se e solo se

n—o?—a+l’

—a?—a+1>1 - —ala+1)>0 = ~1<a<0.

Esercizio 5
L’affermazione a) & corretta poiché la retta tangente al grafico di f in z = 0 ¢ data dall’equazione y =
f(0) + f/(0)x = 0, che rappresenta una retta orizzontale, come la retta y = 5.
Le affermazioni b) e c) sono false, basta considerare la funzione f(x) = 23 che, pur soddisfacendo le ipotesi,
ha in = 0 un punto di flesso (e non un estremante) ed inoltre ha ordine di infinitesimo pari a 3 per z — 07.
L’affermazione d) & anch’essa corretta, in quanto lo sviluppo di Mc Laurin di f al primo ordine in z = 0
(ammissibile poiché f € C') fornisce proprio

f@) = £(0) + f'(0)x + o(z) = o(),

ove abbiamo tenuto conto dell’ipotesi f(0) = f/(0) = 0.

Esercizio 6
Effettuando una sostituzione in coordinate polari centrate in (0,0), si ottiene

. zy?+a2%y .. pcosf- p?sin® 6+ p*cos® O - psin
im  ———— = lim
(z,y)—(0,0) \/ x2 —+ y2 p—0F \/pﬁ

p>(cos 0 sin? @ + cos® Opsin 0)

= lim =
p—07F p

)

indipendentemente da 6, poiché |cosé‘sim2 0 + cos® Opsinf| <1+ p <2, per p— 0.



TEMA C

Esercizio 1
Integrando per parti, per ogni n € N, otteniamo

1

I = —Llog(1 + )‘1 +/1 L 1 e —nlog(1+41/n) 1o 2+/ Lt /1 L g
n=—— €T — =n n)— — —
' z & 1/n ynlte v & & 1/n T inlta v

1 1
:nlog(1+1/n)710g2+10g9:‘ , —log(1+ ) ,
1/n 1/n

=nlog(l+1/n) —log2 —log(1/n) +log(l +1/n) —log2.

Pertanto, tenendo conto degli ordini di infinito ed utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per
la funzione ¢ +— log(1l + t), con t = 1/n, si ricava

1
lim I, = lim [(n+1)log(1+ 1/n)—log(1/n)—2log2] = lirf [n + logn} —2log2 = +0c0.
n—+oo n

n—-+4oo n—-+oo

Esercizio 2
Ponendo z = x + iy 'equazione proposta diventa

i(y+1)/(z+iy) | _ |Lily+Dz+y+D)y)/ (22 +y°) | _ J(y+Dy/ (2> +y7)
e [=le |=e >e

= P +y/@+y)>1 = y>a’.

Nel piano complesso, le soluzioni costituiscono i punti del piano che si trovano al di sopra della parabola di
equazione y = x2.

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea. L’equazione
caratteristica associata & data da 2A2 — 1 = 0, che ha come soluzioni A = 4+1/v/2; quindi la soluzione
dell’equazione omogenea sara data da yo(x) = Che®/ V2 4 Coe—*/ V2, Dal metodo di somiglianza otteniamo,
invece, che la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Az? + Bz + C, da cui yp(x) = 2Ax + B e
y;)’ (z) = 2A. Inserendo nell’equazione completa, si ottiene

—A=1/4,
4A — Az® — Bx — C = 2° /4 — —-B=0,
4A-C =0,
ovvero y,(z) = —x?/4 — 1. Pertanto, l'integrale generale sara della forma

y(z) = Cre®/ V2 4 Che™™/V2 —g2/4 1.
Imponendo le condizioni richieste, si ricava

y(1) = Cre+ Coe™t —1/2 -1

Cile—e = Chle —e™? = C,=0C,.
y(=1) = Cre + Che—1/2 -1 1 ] = Cy ] )

11 problema proposto (che non & un problema di Cauchy) ha, quindi, infinite soluzioni della forma

y(z) = C1[e*/VZE +e7*/V2 —22/4—1, VO, eR.



Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione t — /1 + ¢ con t = 1/n, otteniamo

2
n2a n2a 6~ —1

a2—1 ~ a2—1 ~ ,,—a2—2a+1 "
(yr+i-1) (&) "

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, la serie proposta con-
vergera se e solo se

—a? —2a+1>1 = —a(a+2)>0 - —2<a<0.

Esercizio 5
Le affermazioni a) e d) sono false, basta considerare la funzione f(x) = 23 che, pur soddisfacendo le ipotesi,
ha in = 0 un punto di flesso (e non un estremante) ed inoltre ha ordine di infinitesimo pari a 3 per z — 07.
L’affermazione b) & corretta poiché la retta tangente al grafico di f in z = 0 & data dall’equazione y =
f(0) + f/(0)x = 0, che rappresenta una retta orizzontale, come la retta y = 5.
L’affermazione ¢) & anch’essa corretta, in quanto lo sviluppo di Mc Laurin di f al primo ordine in 2 = 0
(ammissibile poiché f € C') fornisce proprio

f@) = £(0) + f'(0)x + o(z) = o(),

ove abbiamo tenuto conto dell’ipotesi f(0) = f/(0) = 0.

Esercizio 6
Effettuando una sostituzione in coordinate polari centrate in (0,0), si ottiene

. zy?+a2%y .. pcosf- p?sin® 6+ p*cos® O - psin
im  ———— = lim
(z,y)—(0,0) \/ x2 —+ y2 p—0F \/pﬁ

p>(cos 0 sin? @ + cos® Opsin 0)

= lim =
p—07F p

)

indipendentemente da 6, poiché |cosé‘sim2 0 + cos® Opsinf| <1+ p <2, per p— 0.



TEMA D

Esercizio 1
Integrando per parti ed in seguito sostituendo ¢ = €?*, da cui do = o; dt, t(0) = 1, t(n) = e*", per ogni
n € N, otteniamo

2n

; 1 n+1/" 1 1 +1/e I
n=—-T——— — ——dr=-"N—F5——+ = —_—
2(e2z +1)lo 2 Jy e 41 2 +1)  2); t+12
2n 2n
1 1" 1o 1 1 T e
- _ _ - — dt+ = —dt=-n————-log(t+1 —logt
”2(ezn+1) 4/1 t+1 Jr4/1 t n2(eQ"+1) 4og( + )1 +4og 1

1 +11 e2n +11 5
=N ——~+-log| 5——— —log2.
2 +1) 4 Bleny1) 1 *®

Pertanto, tenendo conto degli ordini di infinito, si ricava
n 1 e2n 1
lim I, = 1 -+ -1 _—— —log?2
oo ™ = n oo [ e 1) 48 <e2”+ 1) T1es ]

. n 1 e2n 1 1
= ngl}}oo [2e2" + Zlog <e2")] + 110g2 = Zlog2.

Esercizio 2
Ponendo z = x + 1y 'equazione proposta diventa

ez‘e2ix_2y| —e%e 2 < ¢ — r—2y<1.

Nel piano complesso, le soluzioni costituiscono il semipiano che si trova al di sopra della retta di equazione
y=(x—1)/2.
Esercizio 3

L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea. L’equazione
caratteristica associata ¢ data da A2+9 = 0, che ha come soluzioni A = £3i; quindi la soluzione dell’equazione
omogenea sard data da yo(z) = C; cos(3z) + Cysin(3x). Dal metodo di somiglianza otteniamo, invece, che
la soluzione particolare sara della forma y,(z) = Az® 4+ Bx + C, da cui y,(z) = 24z + B e y)(z) = 2A.
Inserendo nell’equazione completa, si ottiene

9A =5,
2A + 9422 4+ 9Bz + 9C = 5z? — 9B =0,
2A+9C =0,

ovvero y,(z) = 522 /9 — 10/81. Pertanto, I'integrale generale sara della forma
y(x) = Cy cos(3x) + Oy sin(3x) + 522 /9 — 10/81.
Imponendo le condizioni richieste, si ricava

y(0) = C; — 10/81

. 2 ) C1 = Co+57%/324.
y(m/6) = Cy cos(m/2) + Cysin(mw/2) + 577 /324 — 10/81 = Cy + 57 /324 — 10/81

1l problema proposto (che non ¢ un problema di Cauchy) ha, quindi, infinite soluzioni della forma

y(x) = (Cy + 572 /324) cos(3z) + Cy sin(3z) + 522 /9 — 10/81 vCy € R.



Esercizio 4
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢t — +/1+t cont =1/n

(\4/1+ﬁ—1) (ﬁ) 1

n n - 4ana3+4a+1 .

2 .
a™+4 otteniamo

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, la serie proposta con-
vergera se e solo se

o +da+1>1 = ala®+4) >0 == a>0.

Esercizio 5
Le affermazioni a) e b) sono false, basta considerare la funzione f(z) = 23 che, pur soddisfacendo le ipotesi,
ha in z = 0 un punto di flesso (e non un estremante) ed ¢ un infinitesimo di ordine 3 per z — 0.
L’affermazione c) ¢ falsa, basta considerare la funzione f(x) = x*, che soddisfa le ipotesi ed ha in x = 0 un
punto di minimo assoluto (e non un flesso).

L’affermazione d) & I'unica corretta, in quanto lo sviluppo di Mc Laurin di f al secondo ordine in z =0
(ammissibile poiché f € C?) fornisce proprio

Fa) = £O) + /00 + L1 1 o(a?) = o(a?)

ove abbiamo tenuto conto dell’ipotesi f(0) = f/(0) = f”(0) = 0.

Esercizio 6
Effettuando una sostituzione in coordinate polari centrate in (0,0), si ottiene

I xy? + 23y liy PC08 6 - p?sin® 0 + p3cos® 0 - psin
im —“——= = lim
(z,y)—(0,0) \/22 4+ y2  p—0* VP2

p°(cos 8 sin? @ + cos® Bpsin 6)

= lim =0,
p—07t P

indipendentemente da 6, poiché |cosﬂsin2 0+ cos® Opsinf] <1+ p <2 per p— 0F.



