SOLUZIONI COMPITO del 4/07/2012
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
MECCANICA - ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Utilizzando la formula ridotta per la risoluzione delle equazioni di secondo grado, otteniamo

2=V3i+tV—3+4=V3i+1.

Riscrivendo le soluzioni trovate in forma trigonometrica otteniamo

1 3 , 1 3 .
z1:—1+\/§i:2<—2+\2[i> = 9e2m/3 z2:1+\/§i:2(2+\2[i> = 2e™/3

Pertanto, avremo

1_ ) 23/2(1 — \/3i) |
95/ (% - ﬁ ) = 23/2(—1 4+ /3i),
i

/z15 — 1/9250107i/3 — 4.95/25571/3 _

[ 25 = \/25e5mi/3 = 495/25T1/6 —

Esercizio 2
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al quinto ordine per la funzione t — sint, con t = 222/3, dato da

. 1. 1 - 1 . 1 .
sint =t — it‘s + at5 + o(t%) = 222/3 — §(2x2/3)3 + 5(212/3)5 + 0((2x2/3)6)

4 4
— 9,2/3 _ §x2 4 Em10/3 +o(zY),
e quello al quarto ordine per la funzione t — cost, con t = 2\/2%‘/ V3, dato da

cost = 1— %ﬁ + %t“ Fo(t) = 1— %(Qﬁx/\/g)z 4 %(2\@/\/5)4 1 o((2v22/V3)°)

4 8
1—§x —1—2—730 + o(x%),

per z — 0T, otteniamo

4 4
f(z) =14 22%° — x + —28 foat) =14+ 2% — Ex + o(z®) — 22%/3

3" T 15 3" T o7
_ 4 103 8 4 4 4 o3
BT gt Ho@) ~ e

Quindi Pordine di infinitesimo richiesto & 10/3.



Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale a variabili separabili avente due
soluzioni singolari y(z) = £1, che risolvono il problema di Cauchy per A =1 e A = —1, rispettivamente. Per
ottenere le altre soluzioni, procediamo per separazione di variabili, ottenendo

y—1 1 1 1 ~
log "_logy—l—logy+1_/dy— dr=2+C.
y+ g ly 1= g logly 1l (y—1y+1)
Risolvendo rispetto all’incognita y, si ricava 'integrale generale
-1 & -1 &
y(z) o +C — y(z) _ o220
y(z) +1 y(z) +1

-1
%1 =Ce* = y(z)—1=y(x)Ce® + Ce**

1+ Ce?*
1 —Ce*) =1+ Ce* = =
y()(1 - C*) = 1+ Ce Yo) = 1
Imponendo la condizione iniziale, otteniamo A = y(0) = %, che fornisce C' = i—_ﬁ Quindi la soluzione

richiesta ¢
A—1 2
_1+(A+1>e A+ 1T+ (A= 1)e*

y(z) = = .
1\ 20 T— (A — D)2
1,(3\\7_&)62 A+ (A=1)e

Osserviamo che per A = +1 riotteniamo le due soluzioni singolari.

Esercizio 4
Studiamo, innanzitutto, gli estremanti della funzione f nell’intervallo [0, 27], utilizzando il Teorema di Fermat
ed il criterio di monotonia:

f(x) = cos(2x) — cosx = 2cos’x —cosz —1=0.
£V
LEVIES — 1, —1/2.

Ponendo o = cos z, 'equazione proposta diviene 2a2 —a—1 = 0, che ha per soluzioni o =
Quindi si ricava

>0 se cosz < —1/2 o cosx > 1, ovvero se 2m/3 < x < 47/3,
f(x) =0 se cosz = —1/2 0 cosxz =1, ovvero se x = 27 /3, x = 4w /3, x =0 e x = 2,
<0 se cosz > —1/2 0 cosx < 1,ovverose 0 <z < 27/3 e 47/3 < x < 2.

Pertanto, z = 0 e © = 47/3 sono punti di massimo relativo, mentre = 27/3 e = 27 sono punti di minimo
relativo. Calcolando f(0) = 0 ed f(47/3) = V/3/4 +/3/2 = 3/3/4, otteniamo che x = 47/3 & punto di
massimo assoluto. Calcolando, invece, f(27/3) = —/3/4 —\/3/2 = —3v/3/4 ed f(27) = 0, otteniamo che
x = 2m/3 & punto di minimo assoluto.

Esercizio 5
Osserviamo, innanzitutto, che le serie sono tutte a termini positivi.
a) L’affermazione e vera, poiché

b, 1/n 1 by, b, 1
— o~ e~ — log(1+— ) ~—~—.
an n2 n3 an

Quindi la serie converge per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 3 > 1.
b) L’affermazione & falsa, basta considerare, ad esempio, a,, = n? e b, = 1/n, da cui

anb —nQE—n = 1 _ 1 l
e g T 1+apb, 14n n’




Quindi la serie diverge per confronto asintotico con la serie armonica.
¢) L’affermazione & vera poiché

1 anb n
b ~ 27: — non ~
InOn 0 =1 1+bya, 14+n

~1#0,

cioe il termine generale non soddisfa la condizione necessaria per la convergenza.
d) L’affermazione ¢ falsa, basta considerare nuovamente a,, = n? e b, = 1/n, da cui
1
a,b? n2n—2 1 1

1+a%bn - 1—|—n4% N 1"‘713 Nﬁ

Quindi la serie converge per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 3 > 1.



TEMA B

Esercizio 1
Utilizzando la formula ridotta per la risoluzione delle equazioni di secondo grado, otteniamo

2=—V3i+tV-3+4=—V3i+1.

Riscrivendo le soluzioni trovate in forma trigonometrica otteniamo
1 3 ; 3 .
z1=—1—\/§i:2<——fi> = 2e4mi/3 —1—\0—2(2_\2[) = 2¢°™1/3

Pertanto, avremo

\/ 23 = V/23edmi = 41/8e?™ = { _ff/’g

z/ :W:i\/g&n/Q:{\/gZ,
22 € e _\/gz

Esercizio 2
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al quarto ordine per la funzione ¢ — cost, con t = 2z%/%, dato da

1 1 1 1
cost=1-— EtQ + It‘l +o(t’)=1- 5(21'2/5)2 + 5(2;102/5)4 + 0((2962/5)5)
=1—2z%5 4 §x8/5 +o(2?),

e quello al quinto ordine per la funzione t — sint, con ¢t = v/1224/15, dato da

1 1 - r 1 N 1 N 5
sint = ¢ — 5ti’) + gto + O(tﬁ) _ 3/12x4/1o o ?( 3/]_2304/1‘))3’ + 5( 3/12$4/1o)o + 0(( 3/12x4/10)6)

— Y1215 _ 9pil5 v (12)01;4/3_’_0(;68/5)7
120
per x — 07T, otteniamo

) 3/(12)5
fa)=1-1 4o d/5 3 285 4+ o(z?) + Y1224/15 _ 9p4/5 4 1(20) 2473 +0(x8/5) — Y1245

_ 2 85 + v (12)5m4/3+0(x8/5) VA2 sV 18 a3
3 120 ’

Quindi l'ordine di infinitesimo richiesto ¢ 4/3.

T
120 5

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto ¢ relativo ad un’equazione differenziale a variabili separabili avente due
soluzioni singolari y(z) = +1/2, che risolvono il problema di Cauchy per A = 1/2 e A = —1/2, rispettivamente.
Per ottenere le altre soluzioni, procediamo per separazione di variabili, ottenendo

1 1 1 ~
= ——log|1 —2y| + =~ log |1 42 :/—d :/d:c:erC’.
‘ 7 log |1 =2y + 7 log |1 +2y| A —oarzy) ¥

Risolvendo rispetto all’incognita y, si ricava 'integrale generale

1+ 2y
1-2y

1 ~ ~

+ Qy(l‘) efE+C N ‘ 1 + Qy(.’L‘) — e4.’te4C
1—2y(x) 1 —2y(x)

1+ 2y(z) 4 4 4
T2y = Ce = +2y(z) = Ce y(x)Ce

Cet* —1
4x\ dr —
2y(z)(1 + Ce™) = Ce 1 = y(x) 2Cei 13



142

1555+ Quindi la soluzione

Imponendo la condizione iniziale, otteniamo A = y(0) = che fornisce C' =

richiesta e

c—1
2C+2°
TR -1 (142Xt — (1-2))

x) = = .
v(@) 2120z 12 (24 4N)etT +2 — 40

Osserviamo che per A = £1/2 riotteniamo le due soluzioni singolari.

Esercizio 4
Studiamo, innanzitutto, gli estremanti della funzione f nell’intervallo [0, 27], utilizzando il Teorema di Fermat
ed il criterio di monotonia:

f'(z) = —sin(2x) — sinz = —sinz(2cosz + 1) = 0.
L’equazione proposta ha per soluzioni @ = 27 /3, v = 4w /3, © = 0, x = 7 e = 2. Quindi si ricava

<0 se 0 < <2m/3, m <z <A4m/3,
fl(x){ =0 sex=2n/3,x=4n/3 e x =0,m,2m,
>0 se2n/3<x<medn/3 <z <2m.

Pertanto, x = 0, x = 7w e = 27 sono punti di massimo relativo, mentre = 27/3 e x = 47 /3 sono punti di
minimo relativo. Calcolando f(0) = 3/2, f(r) = —1/2 ed f(27) = 3/2, otteniamo che x = 0 e = 27 sono
entrambi punti di massimo assoluto. Calcolando, invece, f(27/3) = —3/4 ed f(47/3) = —3/4, otteniamo
che z = 27/3 e © = 47 /3 sono entrambi punti di minimo assoluto.

Esercizio 5
Osserviamo, innanzitutto, che le serie sono tutte a termini positivi.
a) L’affermazione ¢ falsa, basta considerare, ad esempio, a,, = n? e b, = 1/n, da cui

i 1
1403 n3’

Quindi la serie converge per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 3 > 1.
b) L’affermazione ¢ vera poiché

1 anb n
anb, ~n’= =n - LS LI
e n 1+bya, 14+n

— 140,

cioe il termine generale non soddisfa la condizione necessaria per la convergenza.
¢) L’affermazione & vera, poiché

by, 1 1 bn b 1
—Nﬂw— == log<1+)~~.
a

an n? n3 "

Quindi la serie converge per confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 3 > 1.
d) L’affermazione ¢ falsa, basta considerare nuovamente a, = n? e b,, = 1/n, da cui
) )

ab—an—n == 1 ! L
e g 1+apb, 14n n’

Quindi la serie diverge per confronto asintotico con la serie armonica.



