SOLUZIONI COMPITO del 05/02/2015
ANALISI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1

Poiché
f(x) = —2sinz — 2cosx+4 =2(1 —cosx) + 2(1 —sinz) > 0,

f"(x) = —2cosz + 2sinx,

si ottiene subito che f ¢ monotona non decrescente in tutto R e avrd dei punti di flesso per sinxz = cosz,
cioe x = /4 + kr, con k € Z.

Esercizio 2
Ricordando lo sviluppo di Mc Laurin della funzione t — cost, ovvero

pm1o LB LT t—0
cost = _5+I_@+§+0( ) pert—0,

e tenendo conto che, dalle formule trigonometriche si ha

sinx = sin(x — 37/2 4 37/2) = sin(x — 37/2) cos(3m/2) + cos(x — 37/2) sin(37/2) = — cos(z — 37/2),

ponendo t = x — %w nello sviluppo precedente, otteniamo
2 3 \4 6 3 \8 9
3 x— 37 r— 37 x— 37 r— 37 3
sin:ccosK:ci?r)]lJr( 22 ) —( 4!2 ) +( 6!2 ) 7( 8!2 ) +o (zgﬁ) _

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — (2 + a)\ + 2a = 0, che ha come soluzioni A = a; 2. Quindi,
e per a # 1;2, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(z) = C1e?® + C2e*. Inoltre, dal metodo

di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(x) = Ae®, da cui y,(z) =
yy(x) = Ae”. Inserendo nell’equazione completa, si ricava A — (2+ a)A+2aA =1,dacui A= L5 e
o

e per a = 2, 'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(x) = C1e?* + Cyxe®®. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, come nel caso precedente otteniamo che una soluzione particolare sara y,(z) = Ae” con
A = 1; quindi I'integrale generale ¢ y(x) = C1e** + Come?* + e%;

e per a = 1, lintegrale generale dell’equazione omogenea & yo(z) = C1e?® + Cee®. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(x) = Are®, da cui y,(r) =
Ae®(z + 1) e y, (z) = Ae®(z + 2). Inserendo nell’equazione completa, si ricava Ae®(z +2) — 34e®(z +
1) +2Aze” =1, da cui A = —1 e quindi l'integrale generale & y(z) = C1€2* + Coe®” — we®.

quindi I'integrale generale & y(z) = C1e?% + Cpe™® + e”;

Esercizio 4
Osserviamo che, per 0 < o < 1, si ha che f € C°([0, a]), quindi Iintegrale proposto esiste finito. Per a@ > 1,
dobbiamo studiare il comportamento della funzione per x — 1. In tal caso si ha
e pera=1
1—x 1

f(z) ~ R TESRE che converge poiché 1/2 < 1;

e per a > 1
va—1
[1— x|~

f@) ~

In conclusione, 'integrale proposto converge per ogni a > 0.

che converge per 2 — a < 1, ovvero a > 1.



Esercizio 5
Poiché
lim g1(r) = lim f(x)+ lim f(~r)= 1+ lim f(f)=~1+1=0,

z—0
lim gi(z) = lim f(z)+ lim f(—z)=1+ lim f(t{)=1-1=0,
r—0~ z—0— r—0~ t—0t
dove abbiamo effettuato la sostituzione ¢ = —x, si ottiene che g; ha in x = 0 una discontinuita eliminabile
inx =0.
Poiché
lim go(z) = lim Lf(ac) = lim L(—l) =0
a0t a0+ | f ()] a0t | — 1] ’
T T
lim go(z) = lim ——f(z)= lim —(1) =0,
r—0— r—0— |f($)| r—0— |1|

si ottiene che g2 ha in z = 0 una discontinuita eliminabile in x = 0.
Poiché

lim g3(z) = lim emilf(:c): lim f(z)=-1,

rz—0t z—0t T z—0t

lim g3(z) = lim ez_lf(ac): lim f(z) =1,

x—0~ x—0~ x r—0—

si ottiene che g3 ha in = 0 una discontinuita salto in z = 0.

Poiché
i gu(e) = T f(@)signlf(@)] = lim 7)) = +1,
i gi(s) = lim f(r)signlf(n)] = Tm |f() = +1,

si ottiene che g4 ha in z = 0 una discontinuita eliminabile in x = 0.



TEMA B

Esercizio 1

Poiché
f'(z) = —sinx 4+ cosx —2 = —(1 —cosz) — (1 +sinz) <0,
/" (z) = —cosz — sinz,
si ottiene subito che f ¢ monotona non crescente in tutto R e avra dei punti di flesso per sinz = — cosz,

cioe x = —m/4 + km, con k € Z.

Esercizio 2

Ricordando lo sviluppo di Mc Laurin della funzione t +— sint, ovvero

int =t Pr_ .t t10 t—0
sint = f§+a*ﬁ+§+o( ) pert—0,

e tenendo conto che, dalle formule trigonometriche si ha

ponendo t = x —

cosx = cos(x — /2 4 w/2) = cos(x — 7/2) cos(m/2) — sin(x — 7/2) sin(7/2) = —sin(z — 7/2),

™

5 nello sviluppo precedente, otteniamo

cosx:fsin[(z—ﬁ)}:7<zfﬁ)+(x_g) 7(30—.%) Jr(x_%) 7(35_.%) +0<(:cz)10),

2

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — (a — 2)\ — 2a = 0, che ha come soluzioni A = a; —2. Quindi,

e per o # —2;2, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(r) = Cre™2% 4+ Coe®®. Inoltre, dal
metodo di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Ae**, da cui
yp(w) = 24e% ¢ Yy () = 4Ae*®. Inserendo nell’equazione completa, si ricava 44 — (o —2)2A4 —2aA = 1,

1
8—4a

per a = —2, l'integrale generale dell’equazione omogenea ¢ yo(z) = Cre 2% + Come 2%, Inoltre, dal
metodo di somiglianza, come nel caso precedente otteniamo che una soluzione particolare sara y,(z) =
Ae®® con A = 1/16; quindi 'integrale generale ¢ y(x) = Cre™ 2% 4+ Come ™2 + %e%;

per a = 2, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(x) = C1e2* + Cye?*. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Aze?*, da cui Yp(r) =
Ae* (2x41) eyy) (x) = Ae** (4x+4). Inserendo nell’equazione completa, si ricava Ae®” (4z+4)—4Are® =

1, da cui A = 1/4 e quindi I'integrale generale ¢ y(z) = C1e™2% + Cye*® + %:Ee%.

621;

da cui A = ﬁ e quindi l'integrale generale ¢ y(z) = Cre™2% + Coe®® +

Esercizio 4

Osserviamo che, per —2 < «a < 0, si ha che f € C%([,0]), quindi I'integrale proposto esiste finito. Per
a < —2, dobbiamo studiare il comportamento della funzione per x — —2. In tal caso si ha
® per o = —2

vVr+2 1

J@) ~ =5 = (x + 2)3/4

che converge poiché 3/4 < 1;

e per a < —2

vV-2—-a

- |z + 23+

f(x)

che converge per 3+ o < 1, ovvero a < —2.

In conclusione, 'integrale proposto converge per ogni a < 0.



Esercizio 5

Poiché
. lim, _o+ /(2) -1 -1
lim x) = = =—=-1,
z—0+ 91(2) lim, o+ f(—z) limy_o- f(t) +1
, lim,_o- f(2) +1 +1
1 = z—0 = = —— = —1
) = e e g f) o1
dove abbiamo effettuato la sostituzione t = —x, si ottiene che g; ha in x = 0 una discontinuita elimi-
nabile.
Poiché
li (x) li 1 1 1
im )= lim ——=——=1,
om0t P2 T I @) T T 1]
i () i 1 i 1 1
im go(z) = lim —— = lim —— =1,
0~ a—0- |f(x)]  z—0- |+ 1]

si ottiene che go ha in © = 0 una discontinuita eliminabile.

Poiché
li = li i = li li i =-14+1=0,
lim gs(z) = lim [f(z) +sign(z)] = lim f(z) + lim sign(z) +
lim g3(z) = lim [f(z) +sign(z)] = lim f(z)+ lim sign(z) =+1-1=0,
r—0~ z—0~ r—0~ r—0~

si ottiene che gs ha in © = 0 una discontinuita eliminabile.

Poiché
. . sinx . sinx .
;1cli>HOlJr g4(x) o ali%l+ [ T f(x):| B ali%l+ xT + ;1cli>HOlJr f($) =tl-1= 0,
lim g4(z) = lim {Smx + f(ac)] = lim 2% 4 lim flz)=1+1=2,
r—0~ r—0— x z—0— X x—0—

si ottiene che g4 ha in z = 0 una discontinuita di salto.



TEMA C

Esercizio 1

Poiché
f(z) =sinx —cosz+2= (1 —cosz)+ (1 +sinz) >0,
" (x) = cosz +sinx,
si ottiene subito che f & monotona non decrescente in tutto R e avra dei punti di flesso per sinz = — cosz,

cioe x = —m/4 + km, con k € Z.

Esercizio 2
Ricordando lo sviluppo di Mc Laurin della funzione t +— sint, ovvero

, AR I T 10
Smt:t_g—'—ﬁ_ﬁ—i_ﬁ—’—o(t) per t — 0,

e tenendo conto che, dalle formule trigonometriche si ha
cosx = cos(x — Tm/2 4 Tmw/2) = cos(x — Tw/2) cos(Tm/2) — sin(x — 7w /2) sin(77/2) = sin(x — T7/2),

ponendo t = x — %TF nello sviluppo precedente, otteniamo
3 5 7 9
7 7 x— 7 x—7 I 7 7 N0
cosx = sin [(x—yr)] = (I—§7r)—( 627T) +( 5!27T) _( 7!27T) +( 9!27T) +o (ac—yr) .

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — (a — 3)\ — 3a = 0, che ha come soluzioni A = a; —3. Quindi,

e per a # —3;2, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(r) = Cre™3% + Cae®®. Inoltre, dal
metodo di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Ae**, da cui
y,(x) = 2Ae* e y)/(x) = 4Ae*. Inserendo nell'equazione completa, si ricava 44 — (o —3)24 - 3aA = 1,
dacui A= ﬁ 10_15a62‘”;

e per a = —3, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(z) = Cre 3% + Cowe™3%. Inoltre, dal
metodo di somiglianza, come nel caso precedente otteniamo che una soluzione particolare sara y,(z) =
Ae?* con A = 1/25; quindi 'integrale generale & y(x) = Cre 3% + Come 3% + %621‘;

e per a = 2, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(x) = C1e 3% + Cye?*. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Aze**, da cui y,(z) =
Ae* (2z41) e y)) (z) = Ae* (4x+4). Inserendo nell’equazione completa, si ricava Ae** (4z+4)+Ae® (224
1) — 6Are®® =1, da cui A = 1/5 e quindi l'integrale generale & y(z) = C1e™3% + Cye?* + %xeh.

e quindi l'integrale generale & y(z) = C1e=3% 4+ Coe®® +

Esercizio 4
Osserviamo che, per —1 < a < 0, si ha che f € C%([«,0]), quindi I'integrale proposto esiste finito. Per
a < —1, dobbiamo studiare il comportamento della funzione per z — —1. In tal caso si ha

, 1 1
f() ~ \I/x—:rl _ CESE che converge poiché 3/4 < 1;

e per o = —1

e per a < —1
—-1—-«
|z + 12+

f(x)

che converge per 2+ o < 1, ovvero a < —1.

In conclusione, I’integrale proposto converge per ogni a < 0.



Esercizio 5

Poiché
. lim, _o+ /(2) -1 -1
lim x) = = =—=-1,
z—0+ 91(2) lim, o+ f(—z) limy_o- f(t) +1
, lim,_o- f(2) +1 +1
1 = z—0 = = —— = —1
) = e e g f) o1
dove abbiamo effettuato la sostituzione t = —x, si ottiene che g; ha in x = 0 una discontinuita elimi-
nabile.
Poiché
li (x) li 1 1 1
im )= lim ——=——=1,
om0t P2 T I @) T T 1]
i () i 1 i 1 1
im go(z) = lim —— = lim —— =1,
0~ a—0- |f(x)]  z—0- |+ 1]

si ottiene che go ha in © = 0 una discontinuita eliminabile.

Poiché
li = li i = li li i =-14+1=0,
lim gs(z) = lim [f(z) +sign(z)] = lim f(z) + lim sign(z) +
lim g3(z) = lim [f(z) +sign(z)] = lim f(z)+ lim sign(z) =+1-1=0,
r—0~ z—0~ r—0~ r—0~

si ottiene che gs ha in © = 0 una discontinuita eliminabile.

Poiché
. . sinx . sinx .
;1cli>HOlJr g4(x) o ali%l+ [ T f(x):| B ali%l+ xT + ;1cli>HOlJr f($) =tl-1= 0,
lim g4(z) = lim {Smx + f(ac)] = lim 2% 4 lim flz)=1+1=2,
r—0~ r—0— x z—0— X x—0—

si ottiene che g4 ha in z = 0 una discontinuita di salto.



TEMA D

Esercizio 1

Poiché
() =2sinz +2cosz —4 = —2(1 —cosx) —2(1 —sinz) <0,

" (x) =2cosx — 2sinw,

si ottiene subito che f & monotona non crescente in tutto R e avra dei punti di flesso per sinx = cosz, cio¢
x=m/4+knm, con k € Z.

Esercizio 2
Ricordando lo sviluppo di Mc Laurin della funzione t — cost, ovvero

. P it 0 48 9 0
cost = _5+I_&+§+O(t) pert —0,

e tenendo conto che, dalle formule trigonometriche si ha
sinz = sin(x — 57/2 + 57/2) = sin(x — 57/2) cos(57/2) + cos(x — 57/2) sin(br/2) = cos(x — 57/2),

ponendo t = x — gﬂ' nello sviluppo precedente, otteniamo

sinz = cos [(m— gﬂ)} -1 (v §m)° n (z—5m)" (= - !gw)ﬁ N (z — ?W)S Y ((x_ §7T)9> |

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — (3 + @)\ + 3a = 0, che ha come soluzioni A = a; 3. Quindi,
e per a # 1;3, l'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(z) = C1e3® + C2e*. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Ae”, da cui y,(z) =

y,(x) = Ae®. Inserendo nell'equazione completa, si ricava Ae® — (3 + a)Ae” + 3ade” = 1 da cui

1
20—

e per a = 3, 'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(x) = C1e3® + Cyxe®®. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, come nel caso precedente otteniamo che una soluzione particolare sara y,(z) = Ae® con
A = 1/4; quindi I'integrale generale & y(x) = C1€%” + Caxe® + e*;

e per a = 1, I'integrale generale dell’equazione omogenea & yo(z) = C1e3® + Coe®. Inoltre, dal metodo
di somiglianza, otteniamo che una soluzione particolare sara della forma y,(x) = Aze®, da cui y,(v) =
Ae”(x + 1) e y, (v) = Ae”(z + 2). Inserendo nell’equazione completa, si ricava Ae”(z + 2) — 4Ae”(z +
1) + 3Aze® = 1, da cui A = —1/2 e quindi l'integrale generale & y(x) = C1e3% + Coe® — %:cex.

A= 2&%2 e quindi l'integrale generale & y(z) = C1e3* + Ce™® + 5e”;

Esercizio 4
Osserviamo che, per 0 < o < 2, si ha che f € C°([0, a]), quindi Iintegrale proposto esiste finito. Per a@ > 2,
dobbiamo studiare il comportamento della funzione per x — 2. In tal caso si ha
e per a =2
2—x 1

f(z) ~ 5 CESRE che converge poiché 1/2 < 1;

e per a > 2
voa—2

- |2 — 3~

f(x)

che converge per 3 — a < 1, ovvero a > 2.

In conclusione, I’integrale proposto converge per ogni a > 0.



Esercizio 5

Poiché
li =1 li - -1+ U t)y=—-14+1=0,
lim g1(2) = lim f(z) + lim f(-2) + lim f(2) +
lim gi(z) = lim f(z)+ lim f(—z)=1+ lim f(t{)=1-1=0,
r—0~ z—0— r—0~ t—0t
dove abbiamo effettuato la sostituzione t = —x, si ottiene che g; ha in x = 0 una discontinuita elimi-
nabile.
Poiché
T
li = lim —— = lim ——(-1)=0
lim ga(z) = lim |f(z)|f(x) Jm 1|( )=0,
T T
lim go(z) = lim ——f(z)= lim —(1) =0,
r—0— r—0— |f($)| r—0— |1|

si ottiene che go ha in © = 0 una discontinuita eliminabile.
Poiché

lim g3(z) = lim emilf(:c): lim f(z)=-1,

r—0t z—0t T z—0t

lim g3(z) = lim
r—0~ r—0~ T z—0—

si ottiene che g3 ha in z = 0 una discontinuita di salto.

Poiché
i gu(e) = T f(@)signlf(@)] = lim 7)) = +1,
i gi(s) = lim f(r)signlf(n)] = Tm |f() = +1,

si ottiene che g4 ha in z = 0 una discontinuita eliminabile.



