SOLUZIONI COMPITO del 5/07/2019
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA - ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Passando alla forma esponenziale, otteniamo

1 L .
1—2\/§:2 <2—\g§z> :26—271'/3 N (1_@.\/3)8:286_87”/3.

Pertanto, ’equazione proposta diventa
43 — _98o—8Ti/3 _ 98,—8mi/3 it _ 98,—5mi/3 _ 98in/3 — 53 — 964im/3

Da qui si ricava

4ei7r/9
z = \3/ 926pim/3 — 4ei(7/3+2kﬂ')/3 = 46771'1'/57)
46137”/;).
Esercizio 2
Tenendo conto che a > 0 e ricordando che
x? 9 2
log(1+x):xf?+o(x) conz=-—o,
3
. - T 3 1
smxf:cngro(x) conz=—,

e che v/n3 + 1 ~ n, ricaviamo

[log <1+ ni) — 2sin (i)] Und +1~ Kz - % +0(1/n2°‘)> —2(711 - # +0(1/n3))] n

n n

2
—n=2"% % 40 se0<a<l;
n(X
2 2 2 1 2 2
{n— 2+o(1/n2)—n+3n3+0(1/n3)}n=—n2n:—n—>0 se a = 1;
2
_Zn=-2 se a > 1.
n

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica & A2 + 4\ +4 = (A + 2)? = 0, che ha come soluzione \ =
—2 con molteplicita m = 2. Pertanto, l'integrale generale dell’equazione omogenea associata & yo(z) =
Cre™ 2% + Cyxe2*. Utilizzando il metodo di somiglianza e tenendo conto della molteplicitd della soluzione
dell’equazione caratteristica, ricaviamo che una soluzione particolare puod essere scritta nella forma y,(x) =
Az?e™" da cui y)(z) = Ae (22 —22?%) e y)/ (z) = Ae™>*(2—8x+4x?). Inserendo nell’equazione completa,
otteniamo
Ae (2 — 8x + 42?) + 4Ae " (2 — 207) + 4Ae 22 =207 =
2A — 8Az 4+ 4Az” + 8Azr — 8Az® +442* =2 = A=1.

Pertanto, I'integrale generale dell’equazione proposta & y(z) = e~2*(Cy + Cax + x?). Imponendo, infine, la
condizione richiesta, ricaviamo

lim [y(z)e**—2*-3] = lim [C1+Coz+a’—2®—-3] = lim [(C1—3)+Coz] =7 <= C;=10eCy=0.

T—r+00 T—+00 xT—r+00

Concludendo, il problema proposto ammette un’unica soluzione data y(x) = e~2%(10 + z?2).



Esercizio 4
Effettuando la sostituzione di variabile t = /7, da cui x = t2, dx = 2tdt, t(0) = 0 e t(4) = 2, ed integrando
successivamente per parti, si ricava

! 2 72 224t —t
/1og(1+\/5)dm—2/ tlog(1+t)dt—t210g(1+t)‘ —/ dt = 4log3 — /7dt
0 o 1+t o 14t
t—l—l
=4log3 — /tdt+/ dt 4log3——‘ +t ’ / 17_|_tdt

:410g3—2—|—2—1og(1—|—t)‘0 — 3log3 = log(27).

Esercizio 5

i) Per 'enunciato e la dimostrazione, si veda il libro di testo.

ii) Dal teorema di derivazione della funzione composta e dal Teorema di Torricelli, otteniamo che F € C(R);
quindi, possiamo studiarne la concavita attraverso il segno della sua derivata seconda. Procedendo con
i calcoli, otteniamo

Fl(z) = 23 (2%)32% = 32° f'(23) e F"(x) = 152" f'(23) + 32° f" (2%)32% = 322 [5f (2®) + 323 £ (23)).

Osservando che, per ipotesi, f/ < 0 su tutto R (in quanto f & decrescente) e x3f”(23) < 0, per ogni
z € R, otteniamo che F” < 0 su tutto R (in quanto somma di due addendi non positivi, moltiplicata
per il fattore z* > 0), ovvero la funzione F risulta essere concava.



TEMA B

Esercizio 1
Passando alla forma esponenziale, otteniamo

V3+i=2 <\é§ + ;1> — 9¢in/6 — (\/§+ i) = 955mi/6
Pertanto, I’equazione proposta diventa

1623 — 725e5ﬂi/6 _ 25657ri/66i7r — 256117ri/6 — 25677;71’/6 — Z3 — 2efi7r/6 .
Da qui si ricava

\3/§efi7r/18’
= W _ \iyiei(f‘n'/6+2k7r)/3 _ \3/5611m/18

/3 28mi/18,
Esercizio 2
Tenendo conto che o > 0 e ricordando che
2
1
log(l—l—x):x—%—&-o(xz) conx = o,
3

L x 3 1
smx—x—a—i—o(as) conz ==,

e che v/2 + n* ~ n, ricaviamo

[log <1+ 21n> - %sin (nlaﬂ V2+nt~ [(;n - 8—7112 +0(1/n2)> - ;(Ja - Gn% +0(1/n3“))] n

1 = nl—a_> se 0 < a < 1
one T 2 > sef<a<l
11 1 1 1
~Q = - = 1/n?) — — 1/n)|n=—-——=n=—-———=0" =1;
[271 sz TO/M) = 5ot s Holl/n )]” sn2’' " 8n eass
11 ool
2nn_2 se a .

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica & A2 — 6\ +9 = (A — 3)?2 = 0, che ha come soluzione A = 3
con molteplicitd m = 2. Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata & yo(z) = C1e3* +
Cyxe®®. Utilizzando il metodo di somiglianza e tenendo conto della molteplicita della soluzione dell’equazione
caratteristica, ricaviamo che una soluzione particolare pud essere scritta nella forma y,(z) = Az?¢3?, da cui
yp(x) = A (22 4 322) e y)l (x) = A’ (2 4 122 4 92°). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae3(2 4+ 122 + 927%) — 6437 (22 + 327) + 943722 = —203* —
2A + 1242 + 9A2” — 12Ax — 1842% + 9A2* = -2 — A= -1.

Pertanto, l'integrale generale dell’equazione proposta ¢ y(x) = e3%(Cy + Cox — x?). Imponendo, infine, la
condizione richiesta, ricaviamo

lim [y(z)e 3" +22+2] =

li
Tr—r—00 Tr—r

Izloo[Cl—l—ng—xQ—l—xQ—i—Q] = r_noo[(Cl—l—2)—|—ng] =8 <= (1 =6eCy=0.

i
T—

Concludendo, il problema proposto ammette un’unica soluzione data y(z) = ¢3*(6 — z?).



Esercizio 4
Effettuando la sostituzione di variabile t = \/z, da cui = = t2, dz = 2t dt, t(0) = 0 e t(3) = /3, ed integrando
successivamente per parti, si ricava

V3 t4

3
/0 2z arctan(y/x) dr = 4/0 Fp

V3 44 2 2 V3 V3 42
t* 4+t —t ™ t“+1-1
=9 t 3 — ———dt=9—- — 2 dt ———dt
arctan V3 /0 1+¢2 3 /0 +/0 1+¢2

N BV N C I | 3 V3
=37 — — +t‘ 7/ dt:37rf@+\/§farctant’ :37rfarctan\/§:§7r.
3lo 0 o 141t 3 0 3

4 V3 V3
t3arctant dt =t arctant‘ — / dt
0 0

Esercizio 5

i) Per 'enunciato e la dimostrazione, si veda il libro di testo.

ii) Dal teorema di derivazione della funzione composta e dal Teorema di Torricelli, otteniamo che F' € C2(RR);
quindi, possiamo studiarne la concavita attraverso il segno della sua derivata seconda. Procedendo con
i calcoli, otteniamo

F'(x) =23 f/(2®)32% = 32° f'(2®) e F"(x) = 152t f/(2%) + 32° ' (2®)32% = 32*[5f (2®) + 32° f («®)].

Osservando che, per ipotesi, f/ < 0 su tutto R (in quanto f & decrescente) e 22 f”(z3) < 0, per ogni
z € R, otteniamo che F”' < 0 su tutto R (in quanto somma di due addendi non positivi, moltiplicata
per il fattore xt > 0), ovvero la funzione F' risulta essere concava.



