SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1
Ponendo z = x + 1y, la disequazione proposta si riscrive nella forma

V(2z—1)24+ (2y)2 < V/(2—x)2 492 — 2z —1)2+ (2y)2 < (2—2)® +42.

Svolgendo i quadrati e semplificando, si ricava la condizione x? + y? < 1, che rappresenta la parte interna
del cerchio di centro l'origine e raggio unitario.

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta & un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica associata ¢ A2 — 10\ + 50 = 0, che ha come soluzioni A = 5 =+ 5i.
Pertanto, la soluzione dell’equazione omogenea associata & yo(x) = €>*(C} cos 5z + Cy sin 5z). Poiché la
funzione g(x) = e~* non ¢ soluzione dell’omogenea, applicando il metodo di somiglianza otteniamo che
una soluzione particolare ¢ data da y,(z) = e~*. Quindi l'integrale generale sara dato da

y(x) = &> (Cy cosbx + Cysinbx) + e *.
2. Imponendo la condizione iniziale y(7) = e~>" e la condizione al limite, si ottiene

_Clefm' Le T = 67571’ — Cl _ 6767r o 671071'7
lim [(Cycosba + Cosinbz)e®™ +e %] =0 = C;=Cy=0.

r——+00
Quindi non esiste alcuna soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente alle condizione richieste.

Esercizio 3
Effettuando un cambiamento di variabile ¢ = logz, da cui dt = 1 dz, t(1) =0, t(e) = 1, si ricava
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Esercizio 4
Poiché f & un polinomio, esso & di classe C? (RQ), quindi per determinare i suoi estremanti ed i suoi punti
di sella, possiamo utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Cominciamo determinando i punti stazionari,
cioe i punti che annullano il gradiente:

fo(z,y) =32% +3y> =12 =0 2 4+y?—4=0
=

fy(z,y) = 6y> + 62y =0 y(y+x) =0
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che ha come soluzioni P, = (2,0), P, = (=2,0), Ps = (v/2,—v2) e P, = (—/2,1/2). Tenendo conto che
foz =62, fo, =6y e fyy = 12y + 6z, si ottiene

-12 0
0 —12

12 0

Hf(Pl):‘ 0 12

’:144>0 Hf(Pg):‘ ‘:144>0

Hf(P?,):‘ _6865 :gg =144 <0 Hf(P4)=‘ _66\}? gg =-144<0

Quindi, P; & punto di minimo relativo, P, & punto di massimo relativo, mentre P; e P, sono punti di sella.



Esercizio 5
Innanzitutto osserviamo che la funzione f(t) = sint & 27-periodica, pertanto sin(e ™" + 67) = sin(e™
Utilizzando poi lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — arctant, con t = sin(e™4"), e
per la funzione ¢ — sint, con t = e %", si ottiene:

4n).

a,, = arctan [sin(e”*" + 6m)] 2*™ = arctan [sin(e™*")] 2°"

Nsin(e*4’n) 204’)1 ~ e—4n 20477, _ ean:ogQ _ e(a 10g274)n '
e n
Quindi,
+o00 se a > 4/log2,
lim a, =41 se a = 4/log?2,
n—-+oo

0 se @ < 4/log2.

Esercizio 6

a) L’affermazione & errata poiché scegliendo, ad esempio, a,, = 1/n e b, = n si ottiene a,b, = 1, quindi il
termine generale della serie proposta non € neppure infinitesimo.

b) L’affermazione ¢ errata poiché scegliendo, ad esempio, a, = 1/n e b, = n si ottiene |(—1)""/a,| = n,
quindi il termine generale della serie proposta non € neppure infinitesimo.

¢) L’affermazione & corretta in quanto 2%~ /b,, ~ 1/n e per confronto con la serie armonica, la serie proposta
diverge.

d) L’affermazione & corretta in quanto a,b,? ~ 1/n3 e per confronto con la serie armonica generalizzata,
la serie proposta converge.



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1
Ponendo z = x + iy con z,y € R, la disequazione proposta si riscrive nella forma

V(Bz —1)2+ (3y)2 > /(= 3)% + 42

Svolgendo i quadrati e semplificando, si ricava la condizione x? + y? > 1, che rappresenta la parte esterna
del cerchio di centro l'origine e raggio unitario.

= B3z —1)* 4+ (3y)® > (z — 3)* + 4>

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica associata & A% + 6\ + 18 = 0, che ha come soluzioni A = —3 + 3i.
Pertanto, la soluzione dell’equazione omogenea associata & yo(z) = e~3%(C} cos 3x + Cy sin 3x). Poiché
la funzione g(x) = e® non & soluzione dell’lomogenea, applicando il metodo di somiglianza otteniamo che
una soluzione particolare & data da y,(z) = 2e”. Quindi I'integrale generale sara dato da

y(x) = e 3%(Cy cos 3x + Cysin 3z) + 27 .
2. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 2 e la condizione al limite, si ottiene

Ci+2=2 = (=0,
lim (Coe™®"sin3z +e") =0 = Cy=0.

{ r——00
Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente alle condizione richieste ed &
data da y(z) = 2¢”.

Esercizio 3

Effettuando un cambiamento di variabile ¢ = arctanz, da cui dt = H-% dx, t(0) = 0, t(1) = /4, si ricava

t2 /4

1
= —log(1+t¢
9 g( )0

7T/4 t2
2/0 1+t

dt

/1 log(1 + arctan x)
0

w/4
t dx = t log(1+1t) dt
1522 arctanx dx /0 og(1+1)

72 1 ™21 2t+1-2t—1

= log(1 4) — = dt

3 los(L+7/4) 2/0 1+t

72 1 [/ 1 [ 2t4+1+1-1
=~ _log(1 4) — = t4+1)dt+ = i Ml N
33 10e(l+7/4) 2/0 (t+1) +2/0 1+t

72 1 ©/a 1 [7/4 1 /™% 1
=—log(1 4) — =(t+1)? - dt — = — dt
3 el +m/4) = 7t 17 +2/0 2/0 1+t
2 1 1 7 1 /4
=—log(1 ) — Z(r/4+ 1)+ >+ — Zlog(l+¢

5z 108(L+7/4) = 2(m/A+1)" + 2+ = — S log(1+1)|
T gl /) — /a 124 L £ T - Mgt 4 /)
T3 BT 4" 4Ty g TR

Esercizio 4
Poiché f ¢ un polinomio, esso ¢ di classe C2 (]RQ)7 quindi per determinare i suoi estremanti ed i suoi punti
di sella, possiamo utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Cominciamo determinando i punti stazionari,
cioe i punti che annullano il gradiente:

folz,y) =12 — 622 +3y> =0
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che ha come soluzioni P, = (v/2,0), P, = (—v/2,0), P3 = (2,2) e P, = (—2,—2). Tenendo conto che
fox = =122, foy, = 6y e fy,, = —12y + 6z, si ottiene

~12v/2 0 122 0

Hf(Pl)_‘ 0*[ 6\5‘_144<0 Hf(Pg)_‘ Of 3| =14 <0
—24 12 24 —12

Hf(Pg)‘ o 12'144>o Hf(P4)‘ Tl 12‘144>0

Quindi, P; e P, sono punti di sella, P3 ¢ punto di massimo relativo e P, ¢ punto di minimo relativo.

Esercizio 5
Innanzitutto osserviamo che la funzione f(t) = tant & m-periodica, pertanto tan(273" + 57) = tan(273").
Utilizzando poi lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ +— log(1 + t), con t = tan(273"),
e per la funzione ¢ — tant, con t = 273", si ottiene:

an :=log [1+ tan(27%" 4 5m)] €**™ = log [1 + tan(27°")] €**"

2an
—3n an —3n 2an € a—3log2)n
~tan(275") 2" ~ 2737 2 :W:e(z 3log2)n
Quindi,
+00 se a > (3log2)/2,
lim a,=4¢1 se a = (3log2)/2,
e 0 se a < (3log2)/2.

Esercizio 6

a) L’affermazione & errata poiché scegliendo, ad esempio, a,, = n e b, = 1/n si ottiene a,b, = 1, quindi il
termine generale della serie proposta non € neppure infinitesimo.

b) L’affermazione ¢ corretta in quanto |(—1)%"b2| ~ 1/n?, quindi per confronto con la serie armonica
generalizzata, la serie proposta converge.

¢) L’affermazione ¢ errata poiché scegliendo, ad esempio, a, = n e b, = 1/n si ottiene 2/%b, ~ 1/n,
quindi per confronto con la serie armonica, la serie proposta diverge.

d) L’affermazione & corretta in quanto a,b;,? ~ n3, quindi la serie proposta diverge.



