SOLUZIONI COMPITO del 8/01/2010
ANALISI 1 - MECCANICA + ELETTRICA 9 CFU
CALCOLO DIFF. e INT. I+II - MECCANICA 11 CFU

TEMA A

Esercizio 1
Ponendo w = z — 2%, l’equazione proposta si riconduce a w? = 1, da cui w = 1. Quindi, riscrivendo
z=a-+1b, con a,b € R, si ottiene

—a + 3ib==£1 - a==%1,b=0 = z==%£l1.

Esercizio 2

a) L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Per
a = 0, essa si riduce all’equazione y”(x) = 0, che ha come soluzione yo(z) = C1z + C2. Imponendo le
condizioni iniziali, si ricava Cy = 0 e C; = 3, da cui yo(x) = 3z. Per a # 0, 'equazione caratteristica

associata &€ A2 4+ aX — 2a2 = 0, che ha come soluzioni reali e distinte A\ = —2«, a. Pertanto l'integrale
generale sara y,(r) = Cre 29" + Chye™®. Imponendo le condizioni iniziali, si ricava
C1+Cy=0, . Cr = -0y, . Co=1/a,
da cui da cui
—2aCy + aCy =3, 3aCy = 3, 01:—1/04.

Pertanto, la soluzione sara data dalla funzione y, (z) = 1 (e®” — e=207),
b) Ovviamente, per a = 0, si ricava che limy_ 1 o yo(x) = limg;_ 1 o 3z = +00.

Per a > 0, si ricava, invece, che

lim y,(z) = lim —(e*® —e 2%%) = lim — e = +o0.
T—+00 T—+400 (v T—+00

Infine, per a < 0, si ricava che

. o . Lorazr
IETOO Yo (:17) o xEI}rloo (6% (e r——+00 (6%

Esercizio 3
Osserviamo, innanzitutto, che la funzione proposta & positiva e continua sull’intervallo [1,+00), quindi
bisogna studiarne solo il comportamento in un intorno I(+00). Tenendo conto del comportamento asintotico
per y — 0 della funzione y — 1 —cosy, con y = 1/z+/z e di quello della funzione y — e¥ —1, con y = 1/x Yz,
si ricava che, per x — 400

1 [e%
(W@z) 1 gttmes g 1

L\ @ T 9o 3a T 9a p13a/3-4/3 "
()

Pertanto la funzione risultera impropriamente integrabile se e solo se 13a/3 — 4/3 > 1, ovvero per a > 1—73

fx) ~

Esercizio 4
Il campo di esistenza della funzione proposta ¢ determinato dalla condizione 2z + 1 # 0, ovvero D =
(—o0,—1/2) U (—1/2,+00). Inoltre

lim  f(z) =+c0 = x=—1/2 & asintoto verticale;
rz—(—1/2)*
2 2
1
lim f(z)= lim x—::lzoo, m = lim M: lim x—:f,
T—+oo z—+oo 20 r—+oo I r—+o00 sz 2
. . 2Vt +1—z(2x + 1) . 43t + 4 — 4ot — 423 — 22
g= lim (f(z)—z/2)= lim = lim
z5+o0 z5+o0 22z +1) e—too 92 4+ 1)[2V2? + 1 + x(22 + 1))
I 1 Lo~ 1 ¢ asintoto obli +
= lim ——5=—- =—r— - Sin i T — .
L =T 1 y= 5%~ ¢&asintoto obliquo per z o)



Esercizio 5
Le risposte 1), 3) e 4) sono corrette, infatti essendo {a,} positiva, decrescente e infinitesima, anche {a2},
{172} e {log(1 + a,)} lo sono; quindi sono soddisfatte le ipotesi del Criterio di Leibniz per la convergenza
delle serie a segno alterno.

Al contrario, la risposta 2) & errata, poiché in tal caso non & soddisfatta la condizione necessaria per la

convergenza delle serie, in quanto lim, 4 % =1/2.
n

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso ¢ di classe CQ(RQ), pertanto per determinare i suoi punti critici e studiarne
la natura possiamo utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Imponiamo, dapprima, ’annullamento del
gradiente:

fe(z,y) = —62% — 627 + 62 + 6y = 0; 4y —x—y=0;
—t —t
fy(z,y) = =322 + 62 = 0; — 2% 4 22 = 0;
z = 0; T =2; T =2;
oppure =
y=0; 44+2y—2—-9y=0; y = —2.

Quindi i punti critici sono P; = (0,0) e P, = (2,—2). Calcoliamo ora la matrice Hessiana di f:

—12x — 6y + 6 —6z 46
Hy(x,y) = < 6z 46 0 ) )

da cul si ricava

det(Hf(Pl)):Kg g)‘:—36<0 e det(Hf(PQ)):K:g _06)‘:—36<0.

Pertanto entrambi i punti stazionari P; e P> sono punti di sella.



TEMA B

Esercizio 1
Ponendo w = Z — 2z, ’equazione proposta si riconduce a w
2z =a+1b, con a,b € R, si ottiene

2 = —1, da cui w = +i. Quindi, riscrivendo

—a — 3itb = %1 == a=0,b=+1/3 — z==i/3.

Esercizio 2

a) L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Per
a = 0, essa si riduce all’equazione y”’(x) = 0, che ha come soluzione yo(x) = C1z + Co. Imponendo le
condizioni iniziali, si ricava Cy = 0 e C; = —3, da cui yo(x) = —3z. Per a # 0, Uequazione caratteristica
associata &¢ A2 — a\ — 2a2 = 0, che ha come soluzioni reali e distinte A\ = 2a, —a. Pertanto I'integrale
generale sara y,(r) = C1e*** 4+ Coe™**. Imponendo le condizioni iniziali, si ricava

{cl+czo, . {clcz, . {Czl/a,
da cui da cui

20401—0502:—3, 30402:3, 01:—1/Oé.
Pertanto, la soluzione sara data dalla funzione yq (z) = L (e7** — o).
b) Ovviamente, per « = 0, si ricava che lim,_, 4o yo(x) = lim,—, 4o —3z = —00.

Per a > 0, si ricava, invece, che

. . 1, s . 1
lim yo(z) = lim —(e " —e®) = lim ——e’* = —c0.
r——+00 r——+00 (¥ xr——400 «
Infine, per « < 0, si ricava che
lim yo(z) = lim —(e7*® —e®®) = lim —e *® = —00.
T—+00 T—+00 (X T—+00 o

Esercizio 3
Osserviamo, innanzitutto, che la funzione proposta & positiva e continua sull’intervallo (0, 1], quindi bisogna
studiarne solo il comportamento in un intorno destro I(0"). Tenendo conto del comportamento asintotico
per y — 0 della funzione y — siny, con y = 2/ e di quello della funzione y — log(1 + y), con y = z\/z, si
ricava che, per x — 0T

42t 5(24a)/4 1
fay~ ) .
(33\/5) r3a/2 ro/4-5/2

Pertanto la funzione risultera impropriamente integrabile se e solo se a/4 — 5/2 < 1, ovvero per a < 14.

Esercizio 4
Il campo di esistenza della funzione proposta ¢ determinato dalla condizione 1 — 823 # 0, ovvero D =
(—00,1/2) U (1/2,4+00). Inoltre

li = - =1/2 ¢ asintot ticale;
x—>(11r?2)i f(z) = Foo x=1/2 ¢ asintoto verticale;
. : 2z . f) . 274
m flz)= lm —om=Foo,  m= lm === ln —oa=-14
. . 4V4x8 + 3+ (1 - 823) ) 6428 + 48 — 6428 4 1625 — 22
g= lim (f(x)+=x/4)= lim 3 = lim
z— oo z—Foo 4(1 — 8a3) w—too 4(1 — 8x3)[4v4a® + 3 — z(1 — 823)]
. b I .
= xll)rjrtloo 3957 = 0 = Yy = —Zx ¢ asintoto obliquo per z — 4o0c0.



Esercizio 5
Le risposte 1) e 4) sono corrette, infatti essendo {a, } positiva, crescente e infinita, allora { ﬁ} e {log(1 +

ai)} sono positive, decrescenti e infinitesime; quindi sono soddisfatte le ipotesi del Criterio di Leibniz per la
convergenza delle serie a segno alterno.

Al contrario, le risposte 2) e 3) sono errate, poiché in tal caso non ¢ soddisfatta la condizione necessaria per

. 14-a?
=lelim, 400 Tra. = T00.

an
24an

la convergenza delle serie, in quanto lim, 4

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso ¢ di classe CQ(RQ), pertanto per determinare i suoi punti critici e studiarne
la natura possiamo utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Imponiamo, dapprima, ’annullamento del
gradiente:

fe(z,y) = —62% — 627 + 62 + 6y = 0; 4oy —x—y=0;
—t —t
fy(z,y) = =322 + 62 = 0; — 2% 4+ 22 = 0;
z = 0; T =2; T =2;
oppure =
y=0; 44+2y—2—-y=0; y = —2.

Quindi i punti critici sono P; = (0,0) e P, = (2,—2). Calcoliamo ora la matrice Hessiana di f:

—12x — 6y + 6 —6x +6
Hy(ey) = < —6 + 6 0 ) ’

da cul si ricava

det(Hf(Pl)):Kg g)‘:—36<0 e det(Hf(PQ)):K_G _06)‘:—36<0.

(=)

Pertanto entrambi i punti stazionari P; e P> sono punti di sella.



TEMA C

Esercizio 1
Ponendo w = Z + 2z, ’equazione proposta si riconduce a w
z =a+1b, con a,b € R, si ottiene

2 = —1, da cui w = #i. Quindi, riscrivendo

3a + b=+ - a=0, b==1 > z = *i.

Esercizio 2

a) L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Per
a = 0, essa si riduce all’equazione y”(z) = 0, che ha come soluzione yo(z) = C1z + C3. Imponendo le
condizioni iniziali, si ricava Cy = 0 e C; = —4, da cui yo(x) = —4x. Per a # 0, Uequazione caratteristica
associata ¢ A2 — 2a)\ — 3a? = 0, che ha come soluzioni reali e distinte A = 3, —a. Pertanto I'integrale
generale sara y,(x) = C1e3** 4+ Coe~**. Imponendo le condizioni iniziali, si ricava

C1+C=0, . C1 = —-Cy, . Co=1/a,
da cui da cui
3aC; — aCy = —4, —4aCy = —4, Cy=-1/a.

Pertanto, la soluzione sara data dalla funzione yq (z) = L (e™** — 3.
b) Ovviamente, per o = 0, si ricava che lim,_, o, yo(x) = lim,_, o —4z = +00.

Per a > 0, si ricava, invece, che

1 1
lim yu(x)= lm —(e™** — e?"m) = lim —e * =+40c0.

T— —00 r——00 (¥ r——00 (X
Infine, per « < 0, si ricava che

1
lim yo(z) = lim —(e7* —e3*) = lim —— e = 4 0.

Tr— —00 r——00 (¥ Tr— —00 [0

Esercizio 3
Osserviamo, innanzitutto, che la funzione proposta & positiva e continua sull’intervallo (0, 1], quindi bisogna
studiarne solo il comportamento in un intorno destro 7(0"). Tenendo conto del comportamento asintotico
per y — 0 della funzione y — siny, con y = xy/x e di quello della funzione y — log(1 + y), con y = ¥/, si

ricava che, per x — 0T
(x¢/x)” zoe/4 1

~ (x\/a?)2+3a T p3(2430)/2 T 413a/443

f(z)

Pertanto la funzione risultera impropriamente integrabile se e solo se 13a/4 4+ 3 < 1, ovvero per a < —1%.
Esercizio 4

I1 campo di esistenza della funzione proposta & determinato dalla condizione 1 + 2722 # 0, ovvero D =

(—o00,—1/3) U (—1/3,+00). Inoltre

lim  f(z) =+o0 = x=—1/3 & asintoto verticale;
z—(—1/3)%
. 3zt . fz) . 3t
AR = D g = oo, = I T = =Y
_ . 9V92® + 4 — z(1 4 2723) . (27)%28 + 324 — (27)22® — 5da® — 22
g= lim (f(x)—x/9)= lim 3 = lim
w00 @—too 9(1 + 27z3) z—+00 9(1 + 2723)[9vV 928 + 4 + z(1 + 27x3)]
li 7:85 0 = ! ¢ asintoto obliquo pe +
_ _ _ —— — .
Jim —oes y=g® in iquo per x 00



Esercizio 5
Le risposte 1) e 2) sono corrette, infatti essendo {a, } positiva, crescente e infinita, allora { ﬁ} e {log(1 +

ai)} sono positive, decrescenti e infinitesime; quindi sono soddisfatte le ipotesi del Criterio di Leibniz per la
convergenza delle serie a segno alterno.

Al contrario, le risposte 3) e 4) sono errate, poiché in tal caso non ¢ soddisfatta la condizione necessaria per

. 14-a?
=lelim, 400 Tra. = T00.

an
24an

la convergenza delle serie, in quanto lim, 4

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso ¢ di classe CQ(RQ), pertanto per determinare i suoi punti critici e studiarne
la natura possiamo utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Imponiamo, dapprima, ’annullamento del
gradiente:

fe(z,y) = —62% — 627 + 62 + 6y = 0; 4oy —x—y=0;
—t —t
fy(z,y) = =322 + 62 = 0; — 2% 4+ 22 = 0;
z = 0; T =2; T =2;
oppure =
y=0; 44+2y—2—-y=0; y = —2.

Quindi i punti critici sono P; = (0,0) e P, = (2,—2). Calcoliamo ora la matrice Hessiana di f:

—12x — 6y + 6 —6x +6
Hy(ey) = < —6 + 6 0 ) ’

da cul si ricava

det(Hf(Pl)):Kg g)‘:—36<0 e det(Hf(PQ)):K_G _06)‘:—36<0.

(=)

Pertanto entrambi i punti stazionari P; e P> sono punti di sella.



TEMA D

Esercizio 1
Ponendo w = z + 2%, 'equazione proposta si riconduce a w? = 1, da cui w = +1. Quindi, riscrivendo
z =a+1b, con a,b € R, si ottiene

3a—ib=+1 =  a=+1/3,b=0 <  z=41/3.

Esercizio 2

a) L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Per
a = 0, essa si riduce all’equazione y”(x) = 0, che ha come soluzione yo(z) = Ciz + C2. Imponendo le
condizioni iniziali, si ricava Cy = 0 e C1 = 4, da cui yo(x) = 4x. Per a # 0, 'equazione caratteristica

associata & A2 + 2o\ — 3a2 = 0, che ha come soluzioni reali e distinte A = —3c, a. Pertanto 'integrale
generale sara y,(r) = C1e 3% + Cye®®. Imponendo le condizioni iniziali, si ricava
C1+C2=0, . €y = —Cs, . Cy =1/a,
da cui da cui
*304014’0[02:4, 40&02:47 01:71/04.
Pertanto, la soluzione sara data dalla funzione y, (z) = 1 (e®” — e7307),
b) Ovviamente, per a = 0, si ricava che lim,_, o yo(x) = lim,_, _ 4 = —0c0.
Per a > 0, si ricava, invece, che
lim yo(z) = lim —(e™* — e 3%%) lim ——e 3 = —
Tr— —00 r——00 (¥ Tr— —00 [0
Infine, per « < 0, si ricava che
lim yo(z) = lim —(e*™ —e )= lim —e* = —00.
Tr— — 00 r——00 (X r——00 (X

Esercizio 3
Osserviamo, innanzitutto, che la funzione proposta & positiva e continua sull’intervallo [1,+00), quindi
bisogna studiarne solo il comportamento in un intorno I(+00). Tenendo conto del comportamento asintotico
per y — 0 della funzione y — 1 —cosy, con y = 1/z¢x e di quello della funzione y +— e¥ — 1, con y = 1/z+/,
si ricava che, per x — 400

1 «
f(a?)N (ac z) _ 1—2a$8(1_2a)/3 _ 9l—2« 1 )
) 1—2a £3a/2 241a/6-8/3
5 o)

Pertanto la funzione risultera impropriamente integrabile se e solo se 41a/6 — 8/3 > 1, ovvero per a > %.

Esercizio 4
Il campo di esistenza della funzione proposta ¢ determinato dalla condizione 3z — 1 # 0, ovvero D =
(—00,1/3) U (1/3,400). Inoltre

lim (x) = £o00 = x=1/3 ¢ asintoto verticale;
z—(1/3)*
222 222 2
lim f(z)= lim i +oo, m = lim M — lim Z = -,
r— =400 z—+oo 31 rz—+oco I r—+oo 3,’1’;2 3
, . 3WArt +2-22(3x - 1) ) 36x* 4 18 — 362* + 242° — 422
g= lim (f(x)—2z/3)= lim = lim
z—+oo z—foo 33z — 1) z—+o0 3(3x — 1)[3vV4at + 2 + 22(3x — 1)]
200 2 22+ 2 & asintoto obl -
= lim —=— = -z + — & asintoto obliquo per x — +o0.
2o 928 9 Y73 e



Esercizio 5
Le risposte 1), 2) e 4) sono corrette, infatti essendo {a,} positiva, decrescente e infinitesima, anche {a2},
{172} e {log(1 + a,)} lo sono; quindi sono soddisfatte le ipotesi del Criterio di Leibniz per la convergenza
delle serie a segno alterno.

Al contrario, la risposta 3) & errata, poiché in tal caso non & soddisfatta la condizione necessaria per la

convergenza delle serie, in quanto lim, 4 % =1/2.
n

Esercizio 6
Poiché f & un polinomio, esso ¢ di classe CQ(RQ), pertanto per determinare i suoi punti critici e studiarne
la natura possiamo utilizzare i metodi del calcolo differenziale. Imponiamo, dapprima, ’annullamento del
gradiente:

fe(z,y) = —62% — 627 + 62 + 6y = 0; 4y —x—y=0;
—t —t
fy(z,y) = =322 + 62 = 0; — 2% 4 22 = 0;
z = 0; T =2; T =2;
oppure =
y=0; 44+2y—2—-9y=0; y = —2.

Quindi i punti critici sono P; = (0,0) e P, = (2,—2). Calcoliamo ora la matrice Hessiana di f:

—12x — 6y + 6 —6z 46
Hy(x,y) = < 6z 46 0 ) )

da cul si ricava

det(Hf(Pl)):Kg g)‘:—36<0 e det(Hf(PQ)):K:g _06)‘:—36<0.

Pertanto entrambi i punti stazionari P; e P> sono punti di sella.



