SOLUZIONI COMPITO del 08/01/2015
ANALISI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1

Osserviamo che Iequazione proposta si puo riscrivere nella forma (z + i)* = -

16> da cul si ricava
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Esercizio 2
Osserviamo che possiamo riscrivere

apn =
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Tenendo conto che
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e quindi che ’esponente 2n2log (1 + sin F) — 2 ¢ infinitesimo, e ricordando che e — 1 ~ ¢, per t — 0, con

t = 2n2log (1 + sin n%) — 2, otteniamo

1
an, ~ n2e’ [2n210g (1 + sin —2) - 2} .
n
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Utilizzando, infine, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione  +— log(14-x), con 2 = sin -5

e quello al terzo ordine per la funzione z + sinx, con x = 1/n?, ricaviamo
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Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — 3\ 4+ 2 = 0, che ha come soluzioni A\ = 1;2. Quindi, l'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(x) = C1e® + Cae?®. Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo che
una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Aze®, da cui y,(z) = Ae®(z + 1) e y, (z) = Ae™(x + 2).
Inserendo nell’equazione completa, si ricava

Ae®(z +2) —3Ae"(x + 1) + 2Axe” = 2¢° = A=-2.

Quindi, lintegrale generale dell’equazione proposta sara y(z) = Cie® + Cee?® — 2ze®. Imponendo ora la
condizione richiesta, otteniamo

01:71();
li 2z +5)e”] = lim [(C1 +10)e” + Coe®] =0
Jim [y(e) +2(z +5)e] = lim [(C1 +10)e” + Cre™] {02:().

Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente la condizione richiesta ed ¢ data
da y(x) = —(10 + 2z)e”.

Esercizio 4
Osserviamo che f € C°(0,1), quindi va studiata solo agli estremi. Per z — 07, si ha
2*"*sinl _ sinl
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pertanto, I'integrale converge per 1 + a < 1, cioe a < 0.

Invece, per x — 17, tenendo conto che o +1 > 0 e sin [(1 - x)"‘z*‘l} ~(1— :E)“Q‘H, si ha

(1— ) +! 1

f(l') ~ (1 _ $)3 - (1 _ x)27a2 ;

pertanto, I'integrale converge per 2 —a? < 1, cioe a < —1 0 a > 1.
In conclusione, 'integrale proposto converge per o < —1.

Esercizio 5
Osserviamo che, ponendo t = x + 1, ovvero x = ¢ — 1, possiamo riscrivere f(xz + 1) = f(t), dove per x — 0
abbiamo ¢t — 1. Pertanto,
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TEMA B

Esercizio 1

Osserviamo che I’equazione proposta si puo riscrivere nella forma (z + 2i)3 = 7% = %, da cui si ricava
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Esercizio 2
Osserviamo che possiamo riscrivere

4n
<1 + tanh i) - 64] n = ne’ {e%log(lﬂanh W)=
n

an =

Tenendo conto che

1 1 1
4nlog (1 —|—tanh—) ~4ntanh — ~4n— =4,
n n n

e quindi che ’esponente 4nlog (1 + tanh %) — 4 ¢ infinitesimo, e ricordando che e — 1 ~ ¢, per t — 0, con
t = 4nlog (1 + tanh %) — 4, otteniamo

1
an ~ ne* [4n10g <1 + tanh —> - 4} .
n

Utilizzando, infine, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione « — log(1+4z), con = tanh %
e quello al terzo ordine per la funzione 2 — tanh z, con « = 1/n, ricaviamo
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Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata ¢ A2 + A — 2 = 0, che ha come soluzioni A = 1; —2. Quindi, l'integrale
generale dell’equazione omogenea & yo(x) = Cre® + Cye™2%. Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo
che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Are™?", da cui y,(z) = Ae™**(=2x + 1) e y)/(z) =
Ae2% (4 — 4). Inserendo nell’equazione completa, si ricava

Ae™ % (4x — 4) + Ae 2" (—2x + 1) — 2Aze™ % = e~ 2" = A=-2.
Quindi, Iintegrale generale dell’equazione proposta sara y(x) = Cye® + Cye™2* — 2z¢~2%. Imponendo ora la
condizione richiesta, otteniamo
lim [y(x) +2(z+ 1)e_23”] = lim (Cy+ 2)e_2x =0 — Cy=-2.
r— —0Q r— —0Q

Quindi esistono infinite soluzioni dell’equazione differenziale soddisfacenti la condizione richiesta e sono date
da y(z) = C1e* — 2(1 + x)e~ 2, con C; € R.



Esercizio 4
Osserviamo che f € C%(1, +0c0), quindi va studiata solo agli estremi. Per z — 17, si ha

(x — 1)sinh1 sinh 1

fx) ~ 930—2(; _ 1)3a—2 _ 93a—2(z _ ])3a—3

pertanto, U'integrale converge per 3a — 3 < 1, cioe av < 4/3.
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Invece, per & — 400, tenendo che 2a? 4+ 6 > 0 e sinh

1
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pertanto, I'integrale converge per 2a? 4+ 6a +1 > 1, cioe o < —3 e a > 0.
In conclusione, I'integrale proposto converge per o < —3 0 0 < a < 4/3.

Esercizio 5
Osserviamo che, ponendo t = x — 1, ovvero & = ¢ + 1, possiamo riscrivere f(z — 1) = f(¢), dove per x — 0
abbiamo ¢t — —1. Pertanto,
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TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che I’equazione proposta si puo riscrivere nella forma (z — 2i)3 = % =—

7 %’
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da culi si ricava
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Esercizio 2
Osserviamo che possiamo riscrivere

1 3n
(1 + tan —) - egl n = ne’ [e3”1°g(1+tan w)=3 _ 1} ,

Gy 1=
n

Tenendo conto che ) ) )
3nlog (1 +tan—) ~3ntan — ~3n— =3,
n n n

e quindi che I'esponente 3nlog (1 + tan %) — 3 ¢ infinitesimo, e ricordando che et — 1 ~ ¢, per t — 0, con
t = 3nlog (1 + tan %) — 3, otteniamo

an ~ ne’ [?mlog (1 + tan l) — 3] .
n

Utilizzando, infine, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione x — log(1+ ), con = = tan %
e quello al terzo ordine per la funzione x — tanx, con x = 1/n, ricaviamo
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Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 — A — 2 = 0, che ha come soluzioni A = —1;2. Quindi, l'integrale
generale dell’equazione omogenea ¢ yo(z) = Cre~*+Cqe?®. Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo che
una soluzione particolare sara della forma y,(x) = Aze®*, da cui y)(z) = Ae** (2z+1) ey (z) = Ae®* (4z+4).
Inserendo nell’equazione completa, si ricava

Ae®™(4x +4) — Ae* (22 4 1) — 2Axe®™ = 3e*® = A=1.

2z

Quindi, l'integrale generale dell’equazione proposta sara y(z) = Cre~® + Cee?® + xe?*. Imponendo ora la

condizione richiesta, otteniamo

lim [y(z)+ (2 — ac)e%] = lim (Cy+ 2)62;8 =0 = Cy=-2.
T—+00 T—+00

Quindi esistono infinite soluzioni dell’equazione differenziale soddisfacenti la condizione richiesta e sono date
da y(z) = Cre™® + (x — 2)e**, con C; € R.



Esercizio 4
Osserviamo che f € C%(1, +0c0), quindi va studiata solo agli estremi. Per z — 17, si ha

(x — 1)?(sinh 1)2“2"'1 _ (sinh 1)2“2"'1 '
f(x) ~ 23a+1(x _ 1)3a+1 - 23a+1(x _ 1)30171 ’

pertanto, 'integrale converge per 3o — 1 < 1, cioé o < 2/3.
Invece, per x — 400, tenendo conto che sinh (%) ~ %, si ha

2 1
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pertanto, I'integrale converge per 2a? 4+ 6a +1 > 1, cioe a < —3 e a > 0.
In conclusione, I'integrale proposto converge per o < —3 00 < a < 2/3.

Esercizio 5
Osserviamo che, ponendo t = x — 1, ovvero x = ¢ + 1, possiamo riscrivere f(xz — 1) = f(¢), dove per x — 0
abbiamo ¢t — —1. Pertanto,
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TEMA D

Esercizio 1

Osserviamo che 1’equazione proposta si pud riscrivere nella forma (z — i)* = f%, da cui si ricava
1 . 1 ¢ 1 3
i+ =t =i o=
* V2 toty Tty

z‘+iei3”/4=i—

b
I
-
+
R
|
RN
I
-~
+
R
A
D
2,
3
I
[N}
N =
[\
[\
[\

. 1 isT/4 1 i_
z+\/§e =1 3 5 = + =,
. 1 /A _ . 1 iil )
z+\/§e fz+2 2—2+2.

Esercizio 2

Osserviamo che possiamo riscrivere

an =

5n
<1 + sinh %) _ 651 n2 — n2e® [e5n2log(1+sinh L)-5 _ 1} '
n

Tenendo conto che

1 1 1
5n2log (1 + sinh —2) ~ 5n?sinh — ~ 5n? — =9,
n n n

e quindi che I’esponente 5n%log (1 + sinh n%) — 5 ¢ infinitesimo, e ricordando che e — 1 ~ t, per t — 0, con
t = 5n’log (1 + sinh #) — 5, otteniamo

1
an ~ n2ed {5n210g (1 + sinh —2) — 5] .
n

Utilizzando, infine, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione x +— log(1+x), con 2 = sinh n%
e quello al terzo ordine per la funzione z + sinhx, con x = 1/n?, ricaviamo
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Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & A2 + 3\ 4+ 2 = 0, che ha come soluzioni A\ = —1; —2. Quindi, l'integrale
generale dell’equazione omogenea ¢ yo(z) = Cre™% + Ce™2%. Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo
che una soluzione particolare sara della forma y,(z) = Aze™, da cui y,(z) = Ae™"(~z + 1) e y,(z) =
Ae~%(xz — 2). Inserendo nell’equazione completa, si ricava

Ae™(x —2) +3Ae”(—x + 1) + 2Aze™ = 2e™° = A=2.

Quindi, l'integrale generale dell’equazione proposta sara y(z) = Cre™® + Coe™2% + 2z¢~. Imponendo ora
la condizione richiesta, otteniamo

C=—-

lim [y(z) —2(z —4)e™"] = lim [(Cl +8)e " + Che” ] =0 — { Cy=0.
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Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente la condizione richiesta ed ¢ data
da y(x) = (=8 + 2z)e™".

Esercizio 4
Osserviamo che f € C°(0,1), quindi va studiata solo agli estremi. Per z — 07, si ha

x~*(sin 1)"‘2_1 (sin 1)“2_1

f(x) ~ = ;

T x1+a

pertanto, l'integrale converge per 1 + a < 1, cioe a < 0.
Invece, per x — 17, tenendo conto che sin(1 — z) ~ (1 — ), si ha

e (L—2)2" 7t 1 .
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pertanto, l'integrale converge per 2 — a? < 1, cioe a < —1 0 a > 1.
In conclusione, I'integrale proposto converge per a < —1.

Esercizio 5
Osserviamo che, ponendo ¢ = = + 1, ovvero = ¢t — 1, possiamo riscrivere f(z + 1) = f(t), dove per x — 0
abbiamo ¢t — 1. Pertanto,
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