SOLUZIONI COMPITO dell’8/02/2018
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo che i = e/™/2, mentre 1 +iv/3 = 2 (% + z@) = 2¢i7/3, Pertanto, z si riscrive nella forma

90im/2 . . 36 .
z= 26 — = /6 = cos(m/6) + isin(n/6), = 238 = (e”/G) =e0m =1,
eZ'ﬂ'
Esercizio 2
Ricordando che
. ?J?’ ?/5 5
smy:y—g—l-g-i-o(y), per y — 0,

e sostituendo y = log(1 4+ ) ~ x, per  — 0, si ottiene

[log(1 + x)]? N [log(1 + )]°

sinflog(1 + x)] = log(1 + z) — 5 ]

+ o(z®).

Inserendo, poi, nel precedente sviluppo, lo sviluppo della funzione = — log(1 + ), dato da

22 2% 2t a2

logl4a)=c— —+ 2 T L% 4 od
og(l+x)==x 2—1—3 4—1—5—|—0(x), per x — 0,

ricaviamo

22 23 ozt 1 z2 23 2t 2P 3
sin[log(l—i—x)]:(ax—+—+5+0(x5)>—[33—+——|—5—|—0(x5)

2 3 4 6 2 3 4
—x—%2+%3 T—Fx;—é[x3—2x4+ix5+x5]+§+0(x5)
=w—%2+%3 %4—0(3:5),

che & appunto lo sviluppo di Mc Laurin richiesto.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.
Ponendo f(z) = 13z e g(y) = y°, si osserva che f € C°(R) e g € C'(R), pertanto esiste un intorno I di 0 ed
un’unica soluzione y € C!(I) del problema proposto. Poiché I'equazione differenziale ha come unico integrale
singolare la funzione y(x) = 0, che non soddisfa la condizione iniziale, la soluzione del problema di Cauchy
proposto si trovera fra quelle ottenibili per separazione di variabili; ovvero

1 1 1
_2y2(x): y?dyz/mdxzarctanx—kC.
Imponendo la condizione iniziale, si ricava —1 = —2(11/2) = —2?!%(0) = arctan 0 + C, che fornisce C' = —1;

pertanto, la soluzione cercata sara

Gy —
)=/ —-—.
4 2 —2arctanzx



Esercizio 4

Ovviamente il dominio D della funzione f ¢ dato da R\ {£1}. Inoltre, si ha

dove

_1
r2—1

3

x
lim = lim = +oo;
i f(z) Jm — o0;

—1 4 exp (x21_1>
lim f(z)= lim

r——1— r——1— 2

e (o
li = 1l

) =-1/2;

' ~ ltexp (m},l)
g = i T
. . 1+ exp (3621_1)
xligh f(l‘) - xligh f = +oo;

abbiamo tenuto conto che — 0 per x — o0, — —oco per z — —17 o x — 17, mentre

_1 _1
r2—1 r2—1
— 4ooper x — —17 o x — 11, Quindi, z = F1 sono asintoti verticali per + — —1~ e z — 1T,

rispettivamente, mentre non sono presenti asintoti orizzontali. Infine, poiché per z — 4oo, f(z) ~ =z,
controlliamo se essa ammetta asintoti obliqui. A tal fine calcoliamo

f@) it e (7)) i
m= lim ——= = lim = lim — =1;
zodoo z—Foo (22 + 1)z z—+oo 13
x?’—i—exp(ﬁ)—x?’—x .
R e . R

Quindi, la retta y = x & asintoto obliquo per z — *+oo.

i)
i)

Esercizio 5

Per I’enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

L’affermazione a) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = 23 = o(2?), per z — 0, e g(z) = 25 = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che

. 2 . 2
[f(sm(l/n))] _ [smg(l/nﬂ
9(1/n) n-¢
Pertanto, poiché il termine generale non & infinitesimo, la serie proposta diverge.
L’affermazione b) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = 2® = o(x?), per z — 0, e g(z) = = = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che

gle'/m—1) eY/r—-1 o7t 1

=nb (n_3)2:174>0.

fin) w3 nd  ni’
Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica generalizzata di esponente 4 > 1, la serie proposta con-
verge.
L’affermazione c) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = x* = o(2?), per z — 0, e g(z) = = = o(1),

per x — 0. In tal caso otteniamo che

WW=W¢FW—1”—W:#.

Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica generalizzata di esponente 3/2 > 1, la serie proposta
converge.

L’affermazione d) ¢ vera; infatti, per ipotesi, 0 < [f(1/y/n)]?g(1) < [1/n]2g(1) = g(1)/n? e quest™ultimo
¢, a meno del fattore moltiplicativo strettamente positivo g(1), il termine generale di una serie armonica
generalizzata di esponente 2 > 1; quindi la serie converge.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che i = ¢'™/2, mentre 1 —iv/3 = 2 (% - z@) — 2¢7i7/3 Pertanto, z si riscrive nella forma

9eim/2 ) ) 24 .
S e i /6 = cos(57/6) + isin(57/6) = 2% = (el5”/6) = i20m _ 1
e 7T
Esercizio 2
Ricordando che
: vy 5
smhy:y—&—g—i—y—i—o(y), per y — 0,

e sostituendo y = log(1 — ) ~ z, per x — 0, si ottiene

[log(1 — z)}* , log(1 — z)]°

5 5 + 0(x5).

sinh[log(1 — z)] = log(1 — x) +

Inserendo, poi, nel precedente sviluppo, lo sviluppo della funzione x — log(1 — z), dato da

2?2 23 xt ab 5
1og(1fx)ffxf?f§fo€+o(x), per x — 0,
ricaviamo
2 3 4 5 . 1 2 3 4 5 3
Sinh[log(l—x)]:<—x—x2—a;—z—5+0(x°)>+{—x—g—g—i—B—f—o(zf)
1 2 3 4 45 . 5 .
+5l{‘”’“"2‘3‘4‘5+0<z ﬂ +ola)
2 22 a2t 2b 1 3 3., 35 ] 4 5
f’“’2345+6{1’2x 495“7}5!*"(“
2 23 a2t 5 5
=re gy Ty Ty e,

che & appunto lo sviluppo di Mc Laurin richiesto.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.

Ponendo f(z) = \/1177 e g(y) = —y*, si osserva che f € C°(—1,1) e g € C}(R), pertanto esiste un intorno I
di 0 ed un’unica soluzione y € C*(I) del problema proposto. Poiché I'equazione differenziale ha come unico
integrale singolare la funzione y(x) = 0, che non soddisfa la condizione iniziale, la soluzione del problema di
Cauchy proposto si trovera fra quelle ottenibili per separazione di variabili; ovvero

1 1 1
3 :—/jdy:/idx:arcsinx—i—C.
3y*(x) Yy V1— a2
Imponendo la condizione iniziale, si ricava 1 = ﬁ = 3@%(0) = arcsin 0 + C, che fornisce C = 1; pertanto,

la soluzione cercata sara

1
y@) =\ s
3+ 3arcsinx



Esercizio 4
Ovviamente il dominio D della funzione f ¢ dato da R\ {£1}. Inoltre, si ha
5

i
li = lim — = +oo;
L flz) = lim -~ = oo

—1+exp (1_1932)

i — 1 — .
x—i—ml‘*' f(x) m—:r—nl‘*' 2 +00;
—1+exp (ljw2>
1 — i ——1/2;

i f@) = lim 2 /
1+ exp (1,11,2)

1 =1 =1/2;

zinil* f(l') zinil* 2 / ’
e (i)

lim f(z)= lim = +400;

r—1— r—1— 2

dove abbiamo tenuto conto che ﬁ — 0 per x — Zo0, # — —oo per £ — —17 o & — 1T, mentre

ﬁ — +oo per x — —1T 0 2 — 17. Quindi, + = F1 sono asintoti verticali per z — —1~ e z — 1T,
rispettivamente, mentre non sono presenti asintoti orizzontali. Infine, poiché per x — +oo, f(z) ~ =z,

controlliamo se essa ammetta asintoti obliqui. A tal fine calcoliamo

(@ _ g Tl Fee(ER)] e
m= lim —= = lim = lim —=1;
z—too T—>+o00 ($4 + 1)$ 400 10
x5+exp<1_1w2>—x5—m T
= :CEI:Eoo[f(m) B J)] - ml}r:iloo 4 +1 acgr:iloo ot =0

Quindi, la retta y = x € asintoto obliquo per z — +oo.

Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) L’affermazione a) & falsa; infatti, basta considerare f(z) = 2% = o(x?), per z — 0, e g(z) = 2% = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che
g(1/n) B n=8 1 1

[f(sin(l/n))]2 [sin3(1/n)]2 nd(n=3)*  n*

Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1, la serie proposta con-

verge.
L’affermazione b) & falsa; infatti, basta considerare f(x) = 2® = o(2?), per * — 0, e g(z) = 2° = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che

Lf(1/n))? [n°]? n® 1

gle/m—1)  (e/n—1% n5 n’
Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica, essa diverge.
L’affermazione c¢) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = 23 = o(2?), per x — 0, e g(z) = \/|zlogz| =
o(1), per x — 0. In tal caso otteniamo che

lg(1/n)]? |(1/n)log(1/n)| _ logn 1

[log[f(1/n)]] ~  [log(1/n®)]  3nlogn  3n’
Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica, essa diverge.
L’affermazione d) ¢ vera; infatti, per ipotesi, 0 < f(1/n)[g(1)]? < [1/n]?[g(1)]? = [9(1)]?/n? e quest’ul-
timo &, a meno del fattore moltiplicativo strettamente positivo [g(1)]?, il termine generale di una serie
armonica generalizzata di esponente 2 > 1; quindi la serie converge.



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che i = e'™/2, mentre v/3 + i = 2 (? + z%) = 2¢i™/6_ Pertanto, z si riscrive nella forma

2eim/2 ) 4 ) 48 )
2= ST :e“r/?’:cos(7r/3)—|—isin(ﬂ'/i’))7 = 288 = (e”/3> =ellom =1,
e iy
Esercizio 2
Ricordando che
y? P 5
Siny:y*§+§+0(y"), per y — 0,

e sostituendo y = log(1 — x) ~ x, per  — 0, si ottiene

log(1 — z)]? ;. [log(1 = z)]°

5 =] + 0(x5) .

sinflog(1 — x)] = log(1l — z) —

Inserendo, poi, nel precedente sviluppo, lo sviluppo della funzione = — log(1 — ), dato da

22 2 ot 2d

log(l—ac):—m—?—?—Z—g—l—o(f), per x — 0,
ricaviamo
2 3 4 5 1 2 3 4 5 3
sin[log(l—x)]:(—m—z—g—z—5—1—0(1‘5))—6[—96—3:2—2—2—5—1-0(305)
1 e A o 1° 5
*5![9’32345“(1’ >] + o)
N e | 3 3 4 35 5 x5 5
‘x23456[”2x 1 451“(“
R N 5
A R R TR G

che e appunto lo sviluppo di Mc Laurin richiesto.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.
Ponendo f(z) = \/1177 e g(y) = v, si osserva che f € C°(—1,1) e g € C}(R), pertanto esiste un intorno I
di 0 ed un’unica soluzione y € C'(I) del problema proposto. Poiché I’equazione differenziale ha come unico
integrale singolare la funzione y(x) = 0, che non soddisfa la condizione iniziale, la soluzione del problema di

Cauchy proposto si trovera fra quelle ottenibili per separazione di variabili; ovvero

L / L d /71 d arcsinz + C'
— = J— = X — arcsinx .
2y*(x) i V1= 22

Imponendo la condizione iniziale, si ricava —1 = —ﬁ = _29%@ = arcsin0 + C, che fornisce C = —1;

0y pum——
:I: p— .
y 2 — 2arcsinx

pertanto, la soluzione cercata sara



Esercizio 4
Ovviamente il dominio D della funzione f ¢ dato da R\ {£1}. Inoltre, si ha

25
lim f(r) = lim — = +o0;

z—+oo rz—too I

—1 —exp (le_l)

1 —exp (932171>
lim f(z) = lim =1/2;
rz—1- r—1— 2
1—exp (I2171)
lim f(x)= lim = —00;
z—1t f( ) z—1t 2
dove abbiamo tenuto conto che ﬁ — 0 per x — Zo0, ﬁ — —oo per x — —1T o & — 17, mentre

= — tooperz = —17 ox — 1*. Quindi, x = F1 sono asintoti verticali per z — —1~ e z — 17,
rispettivamente, mentre non sono presenti asintoti orizzontali. Infine, poiché per x — +oo, f(z) ~ =z,
controlliamo se essa ammetta asintoti obliqui. A tal fine calcoliamo

J@) g T Fee ()] e
m= lim —= = lim = lim —=1;
z—too T—>+o00 ($4 + 1)$ 400 10
2% — exp <w21_1>—x5—m -
= :CEI:Eoo[f(m) B J)] - ml}r:iloo 4 +1 acgr:iloo ot =0

Quindi, la retta y = x € asintoto obliquo per z — +oo.

Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) L’affermazione a) & falsa; infatti, basta considerare f(z) = 2% = o(x?), per z — 0, e g(z) = 2% = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che
g(1/n) B n=8 1 1

[f(sin(l/n))]2 [sin3(1/n)]2 nd(n=3)*  n*

Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1, la serie proposta con-

verge.
L’affermazione b) & falsa; infatti, basta considerare f(x) = 2® = o(2?), per * — 0, e g(z) = 2° = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che

Lf(1/n))? [n°]? n® 1

gle/m—1)  (e/n—1% n5 n’
Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica, essa diverge.
L’affermazione c¢) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = 23 = o(2?), per x — 0, e g(z) = \/|zlogz| =
o(1), per x — 0. In tal caso otteniamo che
lg(1/n)]* _ |(1/n)log(1/n)| _ logn 1

[log[f(1/n)]] ~  [log(1/n®)]  3nlogn  3n’
Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica, essa diverge.
L’affermazione d) ¢ vera; infatti, per ipotesi, 0 < f(1/n)[g(1)]? < [1/n]?[g(1)]? = [9(1)]?/n? e quest’ul-
timo &, a meno del fattore moltiplicativo strettamente positivo [g(1)]?, il termine generale di una serie
armonica generalizzata di esponente 2 > 1; quindi la serie converge.



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che i = ¢i™/2_ mentre v/3 —i = 2 V3 ;1) — 96=i7/6 Pertanto, z si riscrive nella forma
) 2 2 9

2¢i7/2 . , 36 o4
2= e = e¥™/3 = cos(27/3) + isin(271/3), = 230 = (e2”/3> =T =1.
e iy
Esercizio 2
Ricordando che
. yg y5 5
sinhy =y + 2 + o7 +0o(y’),  pery—0,

e sostituendo y = log(1 + x) ~ x, per  — 0, si ottiene

[log(1 + z)]? N [log(1 + z)]°

5 5 +o(2?).

sinh[log(1 4+ z)] = log(1 + z) +

Inserendo, poi, nel precedente sviluppo, lo sviluppo della funzione z — log(1 + ), dato da

22 23 ot 2b

log(l+a)=a— 42 2 2 5
og(l4+xz)=x 2—|—3 4+5+0(:1c), per z — 0,

ricaviamo

1 2 3 4 5
sinh[log(1l + z)] = (m—x+x—x+x+o(m5)> + - {x—x+x—x+$5+o(x5)

1 x2 3 xt b 5 b 5
+5![x—2+3—4+5+0<m ﬂ +ola”)

2 3 xt b 1153 3 4 35 5 z° 5
—z‘2+3‘4+5+6[“2“4x ”}W“W

2 23 2t 2P 5
oty gty el

che e appunto lo sviluppo di Mc Laurin richiesto.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto € relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.
Ponendo f(z) = 5z e g(y) = —y*, si osserva che f € C°(R) e g € C'(R), pertanto esiste un intorno I

di 0 ed un’unica soluzione y € C(I) del problema proposto. Poiché I'equazione differenziale ha come unico
integrale singolare la funzione y(z) = 0, che non soddisfa la condizione iniziale, la soluzione del problema di
Cauchy proposto si trovera fra quelle ottenibili per separazione di variabili; ovvero

1 1 1
3 () :—/yjdy:/mdx:arctanx—}—c.

Imponendo la condizione iniziale, si ricava 1 = ﬁ = ﬁ = arctan 0 4+ C, che fornisce C' = 1; pertanto,

la soluzione cercata sara
/ 1
3
)= —————.
y() 3+ 3arctanz




Esercizio 4

Ovviamente il dominio D della funzione f ¢ dato da R\ {£1}. Inoltre, si ha

3
. . T
AR I = B g =
e ()
lim r)= lim = —00;
r——1+ f( ) r——1t 2

g0 = i —— =
_ _ 1 —exp <1fm2)

zlg?+ flw) = x1i>nil+ 2 =1/%

lim f(z) = lim M = —00;

r—1— r—1— 2

dove abbiamo tenuto conto che ﬁ — 0 per x — +o0, 1% — —oco per z — —17 o x — 17, mentre

x2

ﬁ — +oo per x — —17 o x — 17. Quindi, z = F1 sono asintoti verticali per z — —17 e z — 1T,
rispettivamente, mentre non sono presenti asintoti orizzontali. Infine, poiché per x — +oo, f(z) ~ =z,
controlliamo se essa ammetta asintoti obliqui. A tal fine calcoliamo

/@) o |1 - drexn ()| z?
m= lim “—— = lim = lim — =1;
z—doo z—doo (xQ + 1z z—too 13
x3—exp(ﬁ) -3 —x
1= ;cggloo[f(x) - $] - xl}riloo 2 +1 xgrinoo _:c2 0

Quindi, la retta y = x & asintoto obliquo per z — +o0.

i)
ii)

Esercizio 5

Per I’enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

L’affermazione a) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = 23 = o(z?), per z — 0, e g(z) = 2% = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che

sin(1l/n 2 sin?’ln2 2
/)] O ey,

Pertanto, poiché il termine generale non & infinitesimo, la serie proposta diverge.
L’affermazione b) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(z) = 2® = o(x?), per z — 0, e g(z) = = = o(1),
per x — 0. In tal caso otteniamo che

g(el/n _ 1) _ el/n —1 - n—l _
fin) w3 nd3  nt’
Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica generalizzata di esponente 4 > 1, la serie proposta con-
verge.

L’affermazione c) ¢ falsa; infatti, basta considerare f(x) = a* = o(2?), per z — 0, e g(z) = z = o(1),

per x — 0. In tal caso otteniamo che

W\/mz Vn—4vVn-1 =n1np"1/2 = #

Pertanto, poiché abbiamo una serie armonica generalizzata di esponente 3/2 > 1, la serie proposta
converge.

L’affermazione d) ¢ vera; infatti, per ipotesi, 0 < [f(1/v/n)]?g(1) < [1/n]2g(1) = g(1)/n? e quest’ultimo
¢, a meno del fattore moltiplicativo strettamente positivo g(1), il termine generale di una serie armonica
generalizzata di esponente 2 > 1; quindi la serie converge.



