SOLUZIONI COMPITO del 8/02/2019
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1
3, — o2im/3

Osservando che —1 + ¥3; =

3 5 , otteniamo

2 .
e —¥3 4 1q,

1 + ﬁz — Yetin/3 — 22
2 2 ohim/3 — _1 _ V3,
22 %

ellz‘n’/ﬁ @ _ %Z

Esercizio 2
Posto

log [1 + sin

Ay =

/

)

log [eos (5]

e tenendo conto che log(1 4 t) ~ ¢, con t = sin (ﬁ) ot = cos (ﬂ%) — 1, chesint ~ ¢, con t = rﬁ%’ e che

t2

cost —1~ —% cont= W%, si ottiene
in [ - 1 1
a s (”9"‘2) no? n%? 2
n ™~ 1 ~ 1 ~ I~ " 902-8a "
log [1 + cos (W) — 1] cos (W) —1 —55a n

Pertanto, la serie sara convergente per 9a? —8a > 1, ovvero per a > 1, mentre sara divergente per 0 < o < 1.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Se o = 0,
essa si riduce semplicemente a y”(z) = 1, che a seguito di una doppia integrazione fornisce y(z) = x2/2 +
Cix + Cs.
Invece, per « # 0, una soluzione particolare ¢ data da y,(x) = 1/a e 'equazione caratteristica associata &
A2 +a = 0 che, per a > 0, ha due soluzioni complesse coniugate date da A = =+i\/a, mentre per a < 0 ha
due soluzioni reali distinte date da A = £v/—a. Quindi, I'integrale generale sara

C1 cos(y/az) + Cysin(y/az) + L se a >0,
y(e) =
Cle‘/jM 4+ Che Vo 4 L se a < 0.

[e3

Esercizio 4
Tenendo conto che

. . 51 n 51 . 5m 51 5
inx = sin ——+ — | =sin| — — ) = _
sinz =s T 5 5 S > cos |z 5 cos |z 5 |

e ricordando lo sviluppo di Mc Laurin per la funzione ¢ — cost, con t = x — 57/2, otteniamo che lo sviluppo
richiesto & dato da
3

sinz = cos <x - 5;) = ];)(,M (2}6)! <:c - 52”)% +o((x —5m/2)7)

(v — 5w /2)? N (x —5mr/2)% (- 5m/2)8
2 41 6l

=1- +o((z —5m/2)7).




Esercizio 5

i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

ii) Poiché f’(x) > 0 per ogni z € R (cioe f & strettamente crescente) ed f(0) = 0, si ricava subito che
f(@) >0perz>0ed f(x) <0 per z < 0. Inoltre, dal Teorema di Torricelli abbiamo

F'(@) = =[f@)*,  F"(2) = -2f(2)f'(2).

>0 per x < 0;
F”(a:){—() per z = 0;

<0 per z > 0.

In particolare, si ottiene

Pertanto, F' ¢ convessa lungo la semiretta reale negativa e concava lungo quella positiva e, quindi, zyg = 0
¢ 'unico punto di flesso.



TEMA B

Esercizio 1
Osservando che —2 — ¥3; = e¥im/3  otteniamo

2 2
2im/3 _ _ 1 V3.
e 51+ 51,
2 oTin/6 — _ V3 _ 1,
4 X 2 27
Z) :\/e8zﬂ/3:

Sin/3 _ 1 _ /3

€ 22 b

13im/6 _ V3 1

e =5 + 31

Esercizio 2
Posto

log [cosh (nz%ﬂ

n log [1 + sinh (n%)] ’

e tenendo conto che log(1 +¢) ~ t, con t = sinh (n%) ot = cosh (yﬂ%) — 1, che sinht ~ t, con t = n%7 e

2 . .
che cosht — 1 ~ %, cont= %&7 si ottiene
n

log [1 + cosh (rﬂ%) — 1} cosh (ﬁ) -1 %ia,“ 1
., ~ ~ ~ = .
n sinh (n%) n% n% onda?—3a

Pertanto, la serie sard convergente per 402 —3a > 1, ovvero per o > 1, mentre sard divergente per 0 < a < 1.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Se a = 0,
essa si riduce semplicemente a y”(z) = —2, che a seguito di una doppia integrazione fornisce y(z) = —z? +
Ciz + Cs.
Invece, per a # 0, una soluzione particolare ¢ data da y,(x) = 2/a e 'equazione caratteristica associata &
A2 — a = 0 che, per a < 0, ha due soluzioni complesse coniugate date da A = +iv/—a, mentre per a > 0 ha
due soluzioni reali distinte date da A = +y/a. Quindi, I'integrale generale sara

Cy cos(v/—ax) + Cysin(v/—azx) + 2 se a < 0,
y(e) =
CreVer 4 Che~Vor 4 % se a > 0.
Esercizio 4
Tenendo conto che
cosx = cos (x — 31 + 3m) = cos (37) cos (v — 3w) = —cos (z — 37) ,

e ricordando lo sviluppo di Mc Laurin per la funzione t + cost, con t = x — 3, otteniamo che lo sviluppo
richiesto e dato da

3

1 2
cosx = —cos (x — 3m) = — ];:O(fl)k o] (z — 3m)*" + o((z —3m)7)
B (x—3m)?% (z-3m)* (z—3m)°
=l e +o((z—3m)7).



Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

ii) Poiché f/(z) < 0 per ogni z € R (cio¢ f ¢ strettamente decrescente) ed f(0) = 0, si ricava subito che

f(x) <0perz>0ed f(x) >0 per z < 0. Inoltre, dal Teorema di Torricelli abbiamo

F'(@)=[f@)",  F'(2) =4[f(@)]f (2).

<0 per x < 0;
F”(a:){—() per z = 0;

>0 per z > 0.

In particolare, si ottiene

Pertanto, F' € convessa lungo la semiretta reale positiva e concava lungo quella negativa e, quindi, zyg = 0

¢ 'unico punto di flesso.



TEMA C

Esercizio 1
Osservando che 1 + @z = ¢'"/3 otteniamo

2 2
ezm/3__%+731’
e7iﬂ'/6 _ _73 _ %Z,
e52'71'/3 %7 73Z

Esercizio 2
Posto
log [cosh( 3ﬂ/z)]

log {1 + sinh (7127)} ’

Ay =

e tenendo conto che log(1 +t) ~ ¢, con ¢ = sinh (ﬁ) o t = cosh (ﬁ) — 1, che sinht ~ t, con t =

n2e?)
e che cosht — 1 ~ 5, con t = 3i/2, si ottiene
. log [1+cosh (—t7z) —1]  cosh (7)) =1  5bw 1
n ~Y ~Y 1 ~Y 1 = — 5 -
sinh (7> n2a? aa? 22

Pertanto, la serie sara convergente per 3o — 202 > 1, ovvero per 1/2 < a < 1, mentre sara divergente per
0 <a<1/2oppure o > 1.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Se v = 0,
essa si riduce semplicemente a y”(z) = 2, che a seguito di una doppia integrazione fornisce y(z) = x? +
Ciz + Cs.
Invece, per a # 0, una soluzione particolare ¢ data da y,(z) = —2/« e I'equazione caratteristica associata &
A2 —a = 0 che, per a < 0, ha due soluzioni complesse coniugate date da A\ = +iy/—a, mentre per a > 0 ha
due soluzioni reali distinte date da A = £y/a. Quindi, l'integrale generale sara

C1 cos(v/—ax) + Cysin(v/—az) — 2 se a < 0,
y(z) =
CreVor 4 Che~Vor _ % se a > 0.
Esercizio 4
Tenendo conto che
cosz = cos (x — 5w + 5m) = cos (57) cos (x — bw) = — cos (x — 5m)

e ricordando lo sviluppo di Mc Laurin per la funzione t +— cost, con t = x — 57, otteniamo che lo sviluppo
richiesto e dato da

1
cosx = —cos (x — bm) = 7}2(71)]6(27]@)! (x —5m)" +o((xz —5m)")
B (x —5m)?  (z—5m)? (ac—57r)
A ST o Tollw=sm)



Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

ii) Poiché f/(z) < 0 per ogni z € R (cio¢ f ¢ strettamente decrescente) ed f(0) = 0, si ricava subito che

f(x) <0perz>0ed f(x) >0 per z < 0. Inoltre, dal Teorema di Torricelli abbiamo

F'(@)=[f@)",  F'(2) =4[f(@)]f (2).

<0 per x < 0;
F”(a:){—() per z = 0;

>0 per z > 0.

In particolare, si ottiene

Pertanto, F' € convessa lungo la semiretta reale positiva e concava lungo quella negativa e, quindi, zyg = 0

¢ 'unico punto di flesso.



TEMA D

Esercizio 1
Osservando che % VA

521 = e_““/?’7 otteniamo

1»
e5171'/6 _ 23 4 i,
dim/3 _ _1 _ V3,
€ 2 2 7.

Esercizio 2
Posto
_log [1 + sin (n%)}

o log [cos (n%)} 7

e tenendo conto che log(1 4 t) ~ ¢, con ¢t = sin (i) ot =cos (%) — 1, che sint ~ ¢, con t = —=, e che

n3a ne ECE

2 . .
cost—1n~ —%7 con t = %, s1 ottiene
n

: 1 1 1
SI (n3a ) 3o 3 2
Qg 1 =

~Y ~Y ~J 1 = — 3 _2 5 -
log {1 + cos (%) — 1} cos (?) —1 T2 nIeTee
n n
Pertanto, la serie sara convergente per —202 4+ 30 > 1, ovvero per 1/2 < a < 1, mentre sara divergente per
0 < a<1/2 oppure o > 1.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Se o = 0,

essa si riduce semplicemente a y”(z) = —1, che a seguito di una doppia integrazione fornisce y(x) = —22/2+
Ciz + Cs.
Invece, per « # 0, una soluzione particolare & data da y,(x) = —1/« e 'equazione caratteristica associata &

A2 +a = 0 che, per a > 0, ha due soluzioni complesse coniugate date da A = =+i\/a, mentre per o < 0 ha
due soluzioni reali distinte date da A = +v/—a. Quindi, 'integrale generale sara

C1 cos(y/az) + Cysin(y/az) — L se a >0,
y(e) =
CreV=ot 4 Che=V—ox _ L se a < 0.

[e3

Esercizio 4
Tenendo conto che

. . 97 97 (97 97 97
smr=sm|(xr——+—|=sm|—]|cos|x—— ) =cos|{x—— ],
(5 5)mn(F)e (- 5) =5

e ricordando lo sviluppo di Mc Laurin per la funzione ¢ — cost, con t = x — 97/2, otteniamo che lo sviluppo
richiesto ¢ dato da

s = cos (- ) = é(l)k(;k)! (a- 92“) +of(w — 97/2)7)

(x — 97/2)? N (x — 97 /2)% (- 97/2)8

=1
2 4 6!

+o((z —97/2)7).



Esercizio 5

i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

ii) Poiché f’(x) > 0 per ogni z € R (cioe f & strettamente crescente) ed f(0) = 0, si ricava subito che
f(@) >0perz>0ed f(x) <0 per z < 0. Inoltre, dal Teorema di Torricelli abbiamo

F'(@) = =[f@)*,  F"(2) = -2f(2)f'(2).

>0 per x < 0;
F”(a:){—() per z = 0;

<0 per z > 0.

In particolare, si ottiene

Pertanto, F' ¢ convessa lungo la semiretta reale negativa e concava lungo quella positiva e, quindi, zyg = 0
¢ 'unico punto di flesso.



