SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per il sint, con t = 2z%/3, e quello al primo ordine per
il log(1 +t), con t = 23, otteniamo

sin(224/3) = 224/3 — %1’4 + o(z), log(1 4 %) = 2° + o(z?),

e quindi il limite proposto diviene

lim 3 [sin(224/3) — 224/3] ~ lim e (2243 — %m‘l — 2x4/3) . _4e3$x4 _ 0
0 log(1 + z3) 0 3 z—0 323

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione a variabili separabili che ha come integrale singolare la

funzione y(z) = —1. Per y # —1, il suo integrale generale si ottiene come segue:
/ Ly /(1' Yde  —  logly@)+1]=e— L 40
———dy= [ (e" —xz) dx 0 x =e' - — .
(y+1) Y g1y 9
1. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 0, si ricava C' = —1, quindi la soluzione cercata sara
22
y(w) +1] = exple” — 5~ 1)

da cui, tenendo conto del segno di y(z) + 1, si ha

2
y(z) = exp(e” — % -1-1.

2. Per a = —1, l'integrale singolare € soluzione del problema di Cauchy assegnato; pertanto, la soluzione
richiesta & y(z) = —1.
3. Imponendo la condizione iniziale y(0) = —1 — e, si ricava C' = 0, quindi la soluzione cercata sara

2

[y(@) +1] = exp(e” = )

da cui, tenendo conto del segno di y(x) + 1, si ha

y(z) = —exp(e” — ) — 1.

Alternativamente, ’equazione pué essere vista come una lineare del primo ordine. Applicando la formula
risolutiva si ottiene l'integrale generale nella forma: y(z) = Cexp(e® — 2%/2) — 1. Ponendo y(0) = «, si
ricava C' = 1'%“ e per « = 0,—1, —1 — e si ritrovano le soluzioni viste sopra.

Esercizio 3
Poiché la funzione proposta & non negativa e continua nell’intervallo (0, +00), studiando il suo comportamento
per £ — 07 e per £ — 400 otteniamo

erz oo () S
r T — —_—
per e o = log(1 + z)

22/2 1
232 2x1/2

che & impropriamente integrabile;
per z — 07 f(x) ~ che & impropriamente integrabile.

Pertanto la funzione proposta risulta impropriamente integrabile in (0, +00).



Esercizio 4
Il campo di esistenza di f e fornito dalle condizioni

1+2x>0 = x>-1/2,

—1<log(1+22) <1 = el <1+4+2r<e =

249> —1>0 < 2?2 > 1.

Pertanto, esso ¢ costituito dalla regione di piano esterna alla circonferenza di centro (0,0) e raggio 1 e
compresa fra le due rette verticali di equazione z = (e7! —1)/2 e z = (e — 1)/2, rispettivamente. In
particolare, in tale regione, i punti della circonferenza NON appartengono al campo di esistenza, mentre i
punti delle due rette vi appartengono.

Esercizio 5
L’insieme di definizione della funzione assegnata f ¢ dato da D = (—00,1/2)U(1/2,400) e f € C*°(D). Per
quanto riguarda i limiti alla frontiera si ha

. x2 +e” . z?
lim = lim — = —o0;
z——oc0 20 — 1 z——o00 2T
. z2 +e® . e’
lim = lim — =+o0;
z—+oo 20 — 1 z—+o00 2T
z2 +e”

lim = +00.
z—1/2% 20 —1

Pertanto, la retta di equazione = = 1/2 & asintoto verticale per f, per x — 1/2%, mentre non ci sono asintoti
orizzontali. Inoltre, poiché per x — —oo la funzione ¢ un infinito di ordine 1, controlliamo se essa ha un
asintoto obliquo:

. flx) . 2?2 +e” . x? 1
im — = lim ——= lim — = —;
rT——oc0 I g——00 222 —x z——oc02x2 2’
1 222 + 2e” — 222 4+ x x 1
P (f(x) 2%) P 2(2x — 1) P 4 4

Pertanto, la retta di equazione y = /2 4 1/4 & asintoto obliquo per f, per x — —oo.

Esercizio 6
Le funzioni di cui ai punti A) e B) non presentano cuspidi, mentre la funzione in C') presenta una cuspide
in x = 0 e quella in D) presenta una cuspide in = —1. Quindi la risposta corretta ¢ C).



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per il sinh¢, con t = 22, e quello al primo ordine per il
log(1 +t), con t = 2°, otteniamo

1
@’ +o@”),  log(l+a") =2’ +o(a?),

. 3y _ .3
sinh(z”) = —|—3!

e quindi il limite proposto diviene

e?(sinha® — %) eT(af 4 2% —a%) e 1
= lim = lim = _

200 log(1 + z9) z—0 x9 -0 629 6

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione a variabili separabili che ha come integrale singolare la
funzione y(x) = 1. Per y # 1, il suo integrale generale si ottiene come segue:

3

1 - o 9 _e% T
/mdy—/(e +2°) dx = log |y(z) — 1| = 5+ 3 +C.

1. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 + /e, si ricava C' = 0, quindi la soluzione cercata sara

621' 56'3
1| = o4
ly(2) — 1] = exp(—- + 3°)
da cui, tenendo conto del segno di y(x) — 1, si ha
621 35'3
= — 4+ —)+1.
y(x) = exp(S-+ )+

2. Per a = 1, l'integrale singolare & soluzione del problema di Cauchy assegnato; pertanto, la soluzione
richiesta & y(z) = 1.

3. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 0, si ricava C = —1/2, quindi la soluzione cercata sara

e?r g3 1

1| = R T

ly(2) = 1] = exp(—5 + 5 — 3)

da cui, tenendo conto del segno di y(x) — 1, si ha
e g3 1
= — —_—t = - = 1.

y(z) exp(—-+ 5 —5)+

Alternativamente, ’equazione pud essere vista come una lineare del primo ordine. Applicando la formula
3

risolutiva si ottiene I'integrale generale nella forma: y(z) = Cexp(1e*” + %) + 1. Ponendo y(0) = a, si

ricava C' = —O‘ng e per « =1+ +/e, 1,0 si ritrovano le soluzioni viste sopra.

Esercizio 3
Poiché la funzione proposta € non negativa e continua nell’intervallo (0, +00), studiando il suo comportamento
per x — 07 e per x — 400 otteniamo

+ fz) < L he ¢ i i te int bil
er r — 400 x ————~ che ¢ impropriamente integrabile;
P ~ x22log(1 + 22) prop &
x2 1 .. . . .
per x — 07 f(z) ~ — 5 = —5 che non & impropriamente integrabile.
z? -z x

Pertanto la funzione proposta non & impropriamente integrabile in (0, +00).



Esercizio 4
Il campo di esistenza di f e fornito dalle condizioni

1-32>0 = x<1/3,

1— 1—e!
—1<log(l-32)<1 = el<l-3z<e <+ c ©

IN
&
IN

4—2%—y>>0 = 2?4 y? < 4.

Pertanto, esso ¢ costituito dalla regione di piano interna alla circonferenza di centro (0,0) e raggio 2 e
compresa fra le due rette verticali di equazione z = (1 —e)/3 e x = (1 — e~ 1)/3, rispettivamente. In
particolare, in tale regione, i punti della circonferenza NON appartengono al campo di esistenza, mentre i
punti delle due rette vi appartengono.

Esercizio 5
L’insieme di definizione della funzione assegnata f ¢ dato da D = (—o0,—1/3) U (—1/3,+00) e f € C>=(D).
Per quanto riguarda i limiti alla frontiera si ha

. 2 +e® . x?

lim — = lim — = 4o0;
z—+oo 3xr+1 r—+o00 3T

LL‘Q _|_e—w ) e T

im —— = lim — = —o00;

z——oc0 3r+1 z——oc0 3T
2 —x
% +e

lim e +oo

r——1/3% 3xr+1
Pertanto, la retta di equazione x = —1/3 & asintoto verticale per f, per z — —1/3i, mentre non ci sono

asintoti orizzontali. Inoltre, poiché per x — +oo la funzione ¢ un infinito di ordine 1, controlliamo se essa
ha un asintoto obliquo:

i @ o wte a1
=t x  w—+too 32241  a—+o00 32 3’
1 32243 % —3x2 — 2 x 1
li — = = 1 = 1 - = ——,
i (10 go) = P T

Pertanto, la retta di equazione y = /3 — 1/9 & asintoto obliquo per f, per x — +o0.

Esercizio 6
Le funzioni di cui ai punti B) e C') non presentano angoli, mentre la funzione in A) presenta un angolo in
z =0 e quella in D) presenta un angolo in = —1. Quindi la risposta corretta ¢ A).



SOLUZIONI COMPITO C

Esercizio 1
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per il sinh ¢, con t = 22*/3, e quello al primo ordine per
il log(1 +t), con t = z, otteniamo

8
sinh(2z1/3) = 221/° + 3% +o(z), log(1+2z) =z + o(x),

e quindi il limite proposto diviene

. eh(sinh(Qxl/g) — 2x1/3) . 62“"(2x1/3 + %x - 2391/3) L 4e?Tx 4
lim = lim = lim = —.
=0 log(1 + z) x—0 x z—0 3z 3

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta € un’equazione a variabili separabili che ha come integrale singolare la
funzione y(x) = 1. Per y # 1, il suo integrale generale si ottiene come segue:

1 x?
7d:/emfz dx = lo r)—1=e"— —+C.
A G gly(x) 1 )

1. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 + e, si ricava C = 0, quindi la soluzione cercata sara

72
ly(2) — 1] = exp(e” — =)
da cui, tenendo conto del segno di y(x) — 1, si ha

2
y(@) = exp(e” — ) + 1.

2. Per a = 1, l'integrale singolare & soluzione del problema di Cauchy assegnato; pertanto, la soluzione
richiesta e y(z) = 1.
3. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 0, si ricava C' = —1, quindi la soluzione cercata sara

22
ly(2) =1 = exp(e” — = —1)
da cui, tenendo conto del segno di y(z) — 1, si ha

22
y(x) = —exp(e” — 5 1)+1.
Alternativamente, ’equazione pué essere vista come una lineare del primo ordine. Applicando la formula
2
risolutiva si ottiene I'integrale generale nella forma: y(x) = Cexp(e” — %-) + 1. Ponendo y(0) = a, si ricava
C= O‘T_l e per « =1+ e, 1,0 si ritrovano le soluzioni viste sopra.

Esercizio 3
Poiché la funzione proposta ¢ non negativa e continua nell’intervallo (0, +00), studiando il suo comportamento
per z — 07 e per x — +oo otteniamo

< 1
per x — 400 f($) = 2 log(1 +IL‘3/2)

x? 1

per x — 07 f(z) ~ 232 = a2 che non & impropriamente integrabile.

che & impropriamente integrabile;

Pertanto la funzione proposta non & impropriamente integrabile in (0, +00).



Esercizio 4
Il campo di esistenza di f e fornito dalle condizioni

1-2x>0 = x<1/2,

—1<log(l —22) <1 = e l<l-2r<e =

1—22—4?>>0 = 2?4y <1,

Pertanto, esso ¢ costituito dalla regione di piano interna alla circonferenza di centro (0,0) e raggio 1 e
compresa fra le due rette verticali di equazione z = (1 —e)/2 e 2 = (1 — e~!)/2, rispettivamente. In
particolare, in tale regione, i punti della circonferenza NON appartengono al campo di esistenza, mentre i
punti delle due rette vi appartengono.

Esercizio 5
L’insieme di definizione della funzione assegnata f ¢ dato da D = (—o0,—1/2) U (—1/2,+00) e f € C=(D).
Per quanto riguarda i limiti alla frontiera si ha

222 + 2e 7 . 222

lim ———— = lim — = +4o00;
T——400 2z + 1 z—+o00 21 +

I 2x2 + 27" I 277"

im —— = lim = —00;
z——o0 2x+1 z——00 2T

22 + 277
im — =+00.
r——1/2% 2z + 1
Pertanto, la retta di equazione x = —1/2 & asintoto verticale per f, per z — —1/2%, mentre non ci sono

asintoti orizzontali. Inoltre, poiché per x — +oo la funzione ¢ un infinito di ordine 1, controlliamo se essa
ha un asintoto obliquo:

. x) I 222 + 2e7" . 222 1
im — = lim —— = lim — =1;
r—+o0o I z—+oo 2r2 4+ x z—+oo 272 '
222 4+ 2% — 222 — o x 1
li —x)= li = lim ——=——.
IJTOO (f(z) = =) wHHEOO 2z 41 wHHJPoo 2x 2

Pertanto, la retta di equazione y = x — 1/2 ¢ asintoto obliquo per f, per x — +o0.

Esercizio 6
Le funzioni di cui ai punti B) e C') non presentano angoli, mentre la funzione in A) presenta un angolo in
x = —1 e quella in D) presenta un angolo in z = 0. Quindi la risposta corretta ¢ D).



SOLUZIONI COMPITO D

Esercizio 1
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per il sint, con ¢ = 422, e quello al primo ordine per il
log(1 +t), con t = 23, otteniamo

64
sin42? = 42% — §x6 + o(zf), log(1 + 2®) = 2® + o(2®),

e quindi il limite proposto diviene

e*/2(sinda? —4x?) e¥/%(4a? — Zab —42?) 3208/2 6
im = lim =lim-—-——m—m =
z—0 log(l + :US) x—0 3 z—0 33

Esercizio 2
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione a variabili separabili che ha come integrale singolare la
funzione y(xz) = —1. Per y # —1, il suo integrale generale si ottiene come segue:

1 o 0 eQm 173
——dy= [ (" +2°) dx = log|y(x)+1|:7+§+0.

(y+1)
1. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 0, si ricava C' = —1/2, quindi la soluzione cercata sara
2z 3
e T 1
1| = — + = —=
ly(e) + 1 = exp(5- + 5~ )
da cui, tenendo conto del segno di y(x) + 1, si ha
2z 3
e T 1
= —+—=—--)-1
y() =exp(G+ 5 - )
2. Per a = —1, l'integrale singolare & soluzione del problema di Cauchy assegnato; pertanto, la soluzione
richiesta & y(z) = —1.
3. Imponendo la condizione iniziale y(0) = —1 — /e, si ricava C' = 0, quindi la soluzione cercata sara
2z 3
e x
1| = —+ —
ly(2) +1] = exp(—- + 3°)

da cui, tenendo conto del segno di y(x) + 1, si ha

2z 3
e x
z)=—exp(—+—)—1.
yo) = —exp(G+ 2)
Alternativamente, ’equazione pud essere vista come una lineare del primo ordine. Applicando la formula
3
risolutiva si ottiene 'integrale generale nella forma: y(z) = Cexp(3e*” + %) — 1. Ponendo y(0) = a, si

ricava C' = O‘—\}g e per a = 0,—1,—1 — /e si ritrovano le soluzioni viste sopra.

Esercizio 3
Poiché la funzione proposta ¢ non negativa e continua nell’intervallo (0, +00), studiando il suo comportamento
per z — 07 e per x — +oo otteniamo

< 2
peI'ZL'H‘i’OO f(x)— 133/21Og(1+172/3)

/2 1
23/2 . p2/3  9,1/6

che ¢ impropriamente integrabile;

per z — 07 f(x) ~ che & impropriamente integrabile.

Pertanto la funzione proposta risulta impropriamente integrabile in (0, +00).



Esercizio 4
Il campo di esistenza di f e fornito dalle condizioni

14+32>0 = x>-1/3,

—1<log(1+3x) <1 = el <1+4+3r<e =

249> —4>0 — 22 +y? >4,

Pertanto, esso ¢ costituito dalla regione di piano esterna alla circonferenza di centro (0,0) e raggio 2 e
compresa fra le due rette verticali di equazione z = (e7! —1)/3 e x = (e — 1)/3, rispettivamente. In
particolare, in tale regione, i punti della circonferenza NON appartengono al campo di esistenza, mentre i
punti delle due rette vi appartengono.

Esercizio 5
L’insieme di definizione della funzione assegnata f ¢ dato da D = (—00,1/3)U(1/3,400) e f € C>°(D). Per
quanto riguarda i limiti alla frontiera si ha

. 222 +e® . 222
lim — = lim — = —o0;
z——o0 3x —1 z——00 3T
i 222 + e® . e’ n
im — = lim — = +4o0;
z—+oo 3xr —1 z—+o00 31 ’
222 + e®

im =+00.
z—1/3% 3z -1

Pertanto, la retta di equazione = = 1/3 & asintoto verticale per f, per x — 1/3%, mentre non ci sono asintoti
orizzontali. Inoltre, poiché per x — —oo la funzione ¢ un infinito di ordine 1, controlliamo se essa ha un
asintoto obliquo:

lim —x) = lim 72302 et lim % _ 2,
r——00 I B T——00 3.]32 — T o Tr——00 3$2 a 3 '
2 622 4 3e® — 622 4 22 2¢ 2
st (f(x) 3x> g—rt0 33z —1) oo 0z 9

Pertanto, la retta di equazione y = 2x/3 + 2/9 ¢ asintoto obliquo per f, per x — —oo.

Esercizio 6
Le funzioni di cui ai punti A) e D) non presentano cuspidi, mentre la funzione in B) presenta una cuspide
in x = 0 e quella in C) presenta una cuspide in x = —1. Quindi la risposta corretta & B).



