SOLUZIONI COMPITO del 9/01/2019
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo che il limite proposto & un caso di indecisione del tipo 1°°, che puo essere riscritto nella forma

n2
elog{(lﬂin(n%n)) H} _ o os[tgsin (2 )]

2

Pertanto, ricordando che log(1 4 t) ~ ¢, con ¢t = sin ( >7 che sint ~ t, con t = che n24+n~n?e

2 _2
n2+n n2+n’

che n? +1 ~ n?, per n — +00, si ricava

2 2 2 2”2
2 . 2 . 2 —
(n* + )og[ + sin (nz nﬂ n”sin <n2 n> e 2 =2,

da cui si ottiene che il limite proposto converge a e2.

Esercizio 2
Poiché la funzione integranda ¢ definita e continua su tutto R, la funzione integrale proposta ¢ di classe
C(R); quindi, dal Teorema di Torricelli, si ricava
1 3 12 1
w2 () —3(x)+2

F’ = =
() 2 +1 241

Tenendo conto che il denominatore & sempre strettamente positivo, effettuando la sostituzione y = (%)aJ ed
utilizzando il Teorema di Fermat e il criterio di monotonia, siamo portati a studiare

(2> —3(21’)+2 = 0, = ¢¥-3y+2¢= 0, = Jy=1L2,
< < l<y<2,

dove abbiamo tenuto conto che y = %ﬂ = 1;2. Pertanto, osservando che (%)I = 1;2equivaleaxz = 0; -1
e che la base dell’esponenziale & minore di 1, si ricava che F’'(x) < 0, cioeé F' & decrescente, per —1 < z < 0;
F'(z) > 0, cioe F & crescente, per x < —1 oz > 0; F'(x) = 0 per = 0; —1. In conclusione, x = —1 & punto
di massimo relativo, mentre z = 0 € punto di minimo relativo.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto € relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili,
dove possiamo porre
1 y?+4
f@) = e =Lt

+e Y

Poiché f € C°(R) e g € C*(0,+00), possiamo garantire che esiste ununica soluzione y(z) di classe C! in
un intorno del punto iniziale g = 0. Poiché 1’equazione & priva di soluzioni singolari, in quanto y? + 4 =
0 & un’equazione impossibile, la soluzione del problema di Cauchy andra cercata separando le variabili.
Otteniamo

X

1 2y 1 e -
log(\/y2+4):§/y2+4dy:/md:c:/ex+1dx:log(e T +C.

Quindi,

VyRa) +4=k(e"+1), = ylr)=VK(E +1)?-4.
Imponendo, infine, la condizione iniziale, si ricava v/12 = 4K — 4, da cui K = 4. Pertanto, la soluzione
cercata sara data da

y(z) = VA(e" + 1)2 — 4 =2/(e” + 1)2 — 1 = 2\/e2 + 2¢v .



Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & positiva e continua nell’intervallo [0, +00), resta solo da studiare il suo
comportamento in un intorno di +o0o. Tenendo conto che, per x — +00, si ha

2

1
%:m, se 3 < 5/2, ovvero o < 5/6;

x x

log(e®”) x? 1
flz) ~ 355/2 1 g8 5257 L 2 A2 se 3o = 5/2, ovvero a = 5/6;
z? 1

prroi o se 3a > 5/2, ovvero o > 5/6;

si ricava che l'integrale improprio converge se e solo se @ > 5/6 e 3o — 2 > 1, ovvero se e solo se a > 1.

Esercizio 5
Per I’enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

a) L’affermazione & vera; infatti, poiché {b,} & limitata (diciamo da un costante M), si ricava che apb, <
Ma,, e, per il criterio della radice, la Y a, converge. Quindi, dal criterio del confronto, anche la serie
proposta converge.

b) L’affermazione ¢ vera. Infatti, per il criterio della radice, la > a, converge e, quindi, il suo termine
generale a, — 07. Questo implica che ai — +o00 e, pertanto, poiché il suo termine generale, non
essendo infinitesimo, non soddisfa la condizione necessaria, la serie proposta diverge.

¢) L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a,, = (%)n eb, = (i)", dove ¥/a,, — % eb, — 0,
quindi e limitata. In tal caso, otteniamo

an _ (1/2)" 2" = 400 #0 tanto, 1 i t
— = = 00 , ertanto, la serie proposta non converge.
by (L/0)" P prop g
d) L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a,, = (%)n eb, = (%)n, dove /a, — % eb, — 0,
quindi ¢ limitata. In tal caso, otteniamo

b 1/4)™ \"

= = (1/4) = , che ¢ il termine generale di una serie geometrica convergente.

an  (1/2)" 2



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che il limite proposto ¢ un caso di indecisione del tipo 1°°, che puo essere riscritto nella forma

log[(l-“an(ﬁ))"“r”s}:e(n4+"3)10g[1+tan(ﬁ)]

e
Pertanto, ricordando che log(1+1t) ~ ¢, con t = tan (7145);72”), che tant ~ ¢, con t = ﬁ, che n*+2n ~ n*
e che n* +n3 ~ n*, per n = 400, si ricava
3 3 3 3nt
4 3 4 4
n-+n’)log|l+tan|{ —— || ~n“tan|{ — | ~n* —— ~ — =3
( ) g{ (n4+2n>} <n4+2n> nt+2n  nt ’

da cui si ottiene che il limite proposto converge a e3.

Esercizio 2
Poiché la funzione integranda ¢ definita e continua su tutto R, la funzione integrale proposta & di classe
C}(R); quindi, dal Teorema di Torricelli, si ricava

2
prey - B 5(E) = () =4

x4 42 x4 42

Tenendo conto che il denominatore & sempre strettamente positivo, effettuando la sostituzione y = (%)x ed
utilizzando il Teorema di Fermat e il criterio di monotonia, siamo portati a studiare

1\2 1 > < 1<y<4,
—<4w) —|—5<4w)—4{= 0, = y2—5y—|—4{: 0, = {y:1;4,
< > y<lUy>4,

dove abbiamo tenuto conto che y = &7%5716 = 1;4. Pertanto, osservando che (i)I = 1;4 equivale a
x = 0;—1 e che la base dell’esponenziale & minore di 1, si ricava che F'(x) > 0, cioé F & crescente, per
—1<xz<0; F'(z) <0, ciog F & decrescente, per x < —1 o > 0; F'(x) = 0 per = 0; —1. In conclusione,
r = —1 ¢ punto di minimo relativo, mentre x = 0 ¢ punto di massimo relativo.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili,
dove possiamo porre
1 Y +3
i e e

f(x)

Poiché f € CO(R) e g € C1(0,+00), possiamo garantire che esiste un’unica soluzione y(z) di classe C' in
un intorno del punto iniziale zo = 0. Poiché '’equazione & priva di soluzioni singolari, in quanto 3% + 3 =
0 & un’equazione impossibile, la soluzione del problema di Cauchy andra cercata separando le variabili.
Otteniamo

1 1 [ 2 1 1 [ 2" 1
Zlog (y? +3) = = dy= [ —do=- dz = = log(2e* + 1) + C.
g log (v° +3) 2/y 4 /2+eﬂx 2/26$+1$ 5 108(2e” + 1) +

Quindi,
y?(x) +3 = k(2" + 1), = y(x) = Vk(2e* + 1) — 3.

Imponendo, infine, la condizione iniziale, si ricava 2v/3 = v/3k — 3, da cui k = 5. Pertanto, la soluzione

cercata sara data da
y(x) = /5(2e" +1) — 3 = V10e® + 2 = v2v/Fe” + 1.




Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & positiva e continua nell’intervallo [0, +00), resta solo da studiare il suo
comportamento in un intorno di +o0o. Tenendo conto che, per x — +00, si ha

z1/2 1
R se 2a < 1/2, ovvero o < 1/4;
21/2 4 9p2a 21/2 4 9p1/2 3
f(@) ~ 710g(e“’3) ~ g =5 se 2a = 1/2, ovvero a = 1/4;
272 2
%:m, se 2ac > 1/2, ovvero o > 1/4;

si ricava che l'integrale improprio converge per o < 1/4 oppure, se o > 1/4, per 3 — 2a > 1, ovvero per
1/4 < a < 1. In conclusione, I'integrale improprio converge per « < 1.

Esercizio 5
Per I’enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
a) L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a,, = (%)n eb, = (%)n, dove a,, = 0 e /b, —
In tal caso, otteniamo

1
I

an _ (12", .
. = (1/4)" =2" - +00#0, pertanto, la serie proposta non converge.
n

b) L’affermazione ¢ vera; infatti, poiché a,, — 0, essa & definitivamente < 1. Quindi, si ricava che a2b, < b,
e, per il criterio della radice, la > b,, converge. Quindi, dal criterio del confronto, anche la serie proposta
converge.

¢) L’affermazione ¢ vera. Infatti, per il criterio della radice, la ) b, converge e, quindi, il suo termine
generale b, — 07. Questo implica che bi — 400 e, pertanto, poiché il suo termine generale, non
essendo infinitesimo, non soddisfa la condizione necessaria, la serie proposta diverge.

d) L’affermazione & falsa; basta considerare le successioni a,, = (%)n eb, = (i)n, dove a,, = O e {/a, — 5.
In tal caso, otteniamo

by (14" (1

n
> , che & il termine generale di una serie geometrica convergente.

an — (1/2"

2



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che il limite proposto ¢ un caso di indecisione del tipo 1°°, che puo essere riscritto nella forma

Wr4 71,2
elog|:(1+tanh (Tin)) +4 } _ e(n4+4n2)log[1+tanh(n%+n>] )

Pertanto, ricordando che log(1 +¢) ~ ¢, con ¢ = tanh ( 5 >7 che tanht ~ ¢, con t = ﬁ7 che n* +n ~ nt

nt+n

e che n* 4+ 4n? ~ n*, per n — 400, si ricava

) ) 5 5nt
4 2 4 4
(n 4TL )10g |:1 {—tanh <n4 >:| ~nNn tanh <n4 n) ~nNn m'\’?—g),

. . . . . . =4
da cui si ottiene che il limite proposto converge a e°.

Esercizio 2
Poiché la funzione integranda ¢ definita e continua su tutto R, la funzione integrale proposta & di classe
C}(R); quindi, dal Teorema di Torricelli, si ricava

6 1 2
py = BT EE 06 ()’
2 2
T4+ 2 T4+ 2

Tenendo conto che il denominatore & sempre strettamente positivo, effettuando la sostituzione y = (%)x ed
utilizzando il Teorema di Fermat e il criterio di monotonia, siamo portati a studiare

1\2 1 > < 1<y <5,
—(576) +6<5x>—5 = 0, = P -6y+5{= 0, == y=15,
< > y<1lUwy>5H,

dove abbiamo tenuto conto che y = 3 + /9 —5 = 1;5. Pertanto, osservando che (é)z = 1;5 equivale a
x = 0;—1 e che la base dell’esponenziale & minore di 1, si ricava che F’'(x) > 0, cioé F & crescente, per
—1<xz<0; F'(z) <0, ciod F & decrescente, per z < —1 o > 0; F'(x) = 0 per x = 0; —1. In conclusione,
x = —1 & punto di minimo relativo, mentre x = 0 & punto di massimo relativo.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili,
dove possiamo porre
1 y?+5

f0 =35 ° y

Poiché f € CO(R) e g € C1(0,+00), possiamo garantire che esiste un’unica soluzione y(z) di classe C' in
un intorno del punto iniziale g = 0. Poiché ’equazione & priva di soluzioni singolari, in quanto y? +5 =
0 ¢ un’equazione impossibile, la soluzione del problema di Cauchy andra cercata separando le variabili.
Otteniamo

1 1 [ 2 1 1 [ 27 1
3o (" +9) 2/y2+5dy /2+3e*mdl‘ 2/2ew+3dx 3 log(2e” +3)+C

y*(x) +5 = k(2e* +3), = y(z) = Vk(2e* +3) — 5.

Imponendo, infine, la condizione iniziale, si ricava v/10 = +/5k — 5, da cui k = 3. Pertanto, la soluzione
cercata sara data da

Quindi,

y(x) = /3(2e* +3) — 5 = V6e® +4 = V2/3e” + 2.



Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & positiva e continua nell’intervallo [0, +00), resta solo da studiare il suo
comportamento in un intorno di +o0o. Tenendo conto che, per x — +00, si ha

21%/2 2
— == se 4a < 3/2, ovvero a < 3/8;
223/2 4 e 243/2 4 53/2 7
f(x) ~ W ~ o =2 se 4o = 3/2, ovvero o = 3/8;
4o
%:ﬁ%’ se 4o > 3/2, ovvero a > 3/8;

si ricava che l'integrale improprio converge per o < 3/8 oppure, se o > 3/8, per 5 — 4a > 1, ovvero per
3/8 < a < 1. In conclusione, I'integrale improprio converge per a < 1.

Esercizio 5
Per I’enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
a) L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a,, = (%)n eb, = (%)n, dove a,, = 0 e /b, —
In tal caso, otteniamo

1
-

an _ (/2" . .
. = (1/4)" =2" - +00#0, pertanto, la serie proposta non converge.
n

b) L’affermazione ¢ vera; infatti, poiché a,, — 0, essa & definitivamente < 1. Quindi, si ricava che a2b, < b,
e, per il criterio della radice, la > b,, converge. Quindi, dal criterio del confronto, anche la serie proposta

converge.
¢) L’affermazione ¢ vera. Infatti, per il criterio della radice, la ) b, converge e, quindi, il suo termine
generale b, — 07. Questo implica che bi — 400 e, pertanto, poiché il suo termine generale, non

essendo infinitesimo, non soddisfa la condizione necessaria, la serie proposta diverge.
. N . . . n n
d) L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a, = ()" e b, = (1)", dove a, = O e {/a, — 1.
In tal caso, otteniamo

by (14" (1

n
> , che & il termine generale di una serie geometrica convergente.

an — (1/2"

2



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che il limite proposto € un caso di indecisione del tipo 1°°, che puo essere riscritto nella forma

2 L
log [(1+5inh (ﬁ))n +“} _ e(n2+n) log [1+sinh (n24+1 )] )

e

Pertanto, ricordando che log(1 + ¢) ~ ¢, con t = sinh (n%“), che sinht ~ ¢, con t = n%ﬂ, che n? +1 ~ n?

e che n? +n ~ n, per n — 400, si ricava

?

4 4 4 4n?
2 . 2 . 2
(n +n)10g {l—Fsmh (’]’L2—|—]_>:| ~ n*sinh (77?4—]_) ~n n2+]_ ~ F

da cui si ottiene che il limite proposto converge a e?.

Esercizio 2
Poiché la funzione integranda ¢ definita e continua su tutto R, la funzione integrale proposta & di classe
C}(R); quindi, dal Teorema di Torricelli, si ricava

dod 3 () -4(E)+3
i+ 1 i +1 '

F'(z) =

Tenendo conto che il denominatore & sempre strettamente positivo, effettuando la sostituzione y = (%)z ed
utilizzando il Teorema di Fermat e il criterio di monotonia, siamo portati a studiare

1\ 2 1 > > y<1lUy>3,
(y) —4<3$>+3{: 0, = y2—4y+3{= 0, = {y:1;37
< < l<y<3,

dove abbiamo tenuto conto che y = 2 + /4 —3 = 1;3. Pertanto, osservando che (%)x = 1;3 equivale a
x = 0;—1 e che la base dell’esponenziale ¢ minore di 1, si ricava che F’'(x) < 0, cioé F & decrescente, per
—1<x<0; F'(z) >0, cioe F & crescente, per z < —1 o > 0; F'(z) = 0 per z = 0; —1. In conclusione,
x = —1 & punto di massimo relativo, mentre x = 0 ¢ punto di minimo relativo.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili,
dove possiamo porre
1 v +9

M= 5= y

Poiché f € CO(R) e g € C1(0,+00), possiamo garantire che esiste un’unica soluzione y(z) di classe C' in
un intorno del punto iniziale g = 0. Poiché ’equazione & priva di soluzioni singolari, in quanto y? + 9 =
0 & un’equazione impossibile, la soluzione del problema di Cauchy andra cercata separando le variabili.
Otteniamo

1 2y 1 e’
2 - = = = dr= —dr = z
log(\/m) 2/y2+9dy /1+2e—$d$ /em+2dx log(e” +2) + C'.
Quindi,
V(@) +9 =k +2), = y(r) =/ K(e* +2)2 9.

Imponendo, infine, la condizione iniziale, si ricava 3v/8 = /9K — 9, da cui K = 9. Pertanto, la soluzione
cercata sara data da

y(x) = /9(e® +2)2 — 9 = 3/(e" +2)2 — 1 = 31/e2" + 4e® + 3.



Esercizio 4

Poiché la funzione integranda & positiva e continua nell’intervallo [0, +00), resta solo da studiare il suo
comportamento in un intorno di +o0o. Tenendo conto che, per x — +00, si ha

4

1
;:79/2:471/2, se ba < 9/2, ovvero a < 9/10;

x x

log(ex4) x* 1

f(x) ~ 12972 1 ogsa 1297 1 25977 — Gai2 se ba = 9/2, ovvero a = 9/10;

xt 1
35— ggpad se ba > 9/2, ovvero a > 9/10;

si ricava che l'integrale improprio converge se e solo se @ > 9/10 e 5ae — 4 > 1, ovvero se e solo se « > 1.

Esercizio 5

Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

a)

b)

L’affermazione & vera; infatti, poiché {b,} & limitata (diciamo da un costante M), si ricava che a,b, <
Ma,, e, per il criterio della radice, la Y a, converge. Quindi, dal criterio del confronto, anche la serie
proposta converge.
L’affermazione ¢ vera. Infatti, per il criterio della radice, la ) a, converge e, quindi, il suo termine
generale a, — 07. Questo implica che é — +o00 e, pertanto, poiché il suo termine generale, non
essendo infinitesimo, non soddisfa la condizione necessaria, la serie proposta diverge.

. N . . . n n
L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a,, = (%) eb, = (i) , dove /a,, — % eb, — 0,
quindi e limitata. In tal caso, otteniamo

an _ (1/2)" _ o0 -
o = (1/a)" =2" 5 400 #0, pertanto, la serie proposta non converge.
n

. N . . . n n
L’affermazione ¢ falsa; basta considerare le successioni a,, = (%) eb, = (%) , dove /a,, —
quindi ¢ limitata. In tal caso, otteniamo

by, 1/4)" 1\"
(1/4) (2> , che ¢ il termine generale di una serie geometrica convergente.

eb, =0,

a, (172"



