SOLUZIONI COMPITO del 9/02/2018
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Ponendo z = a + ib, da cui |2|?> = a® + b? e Im(z) = b, 'equazione proposta si puo riscrivere nella forma
a® + b% + 2ia — 2b — ib = 1, da cui si ricava il sistema

a?+b>-20=1, b=2a, a=1, a=-1/5,
= = oppure
2a—b=0, a’+4a* —4a—-1=0, b=2, b=-2/5.
Quindi 'equazione proposta ha due soluzioni date da z; =14 2i e 20 = —1/5 — 2i/5.

Esercizio 2
Per determinare il campo di esistenza F della funzione proposta dobbiamo imporre le condizioni

arcsin(3e?® — 2e”) > 0,

9 i — 0 <3e®” — 2" <1.
—1<3e* -2 <1,

Risolvendo la prima disequazione si ottiene e”(3e” — 2) > 0, ovvero e” > 2/3, che fornisce z > log(2/3). Per
la seconda, disequazione procediamo effettuando la sostituzione t = e, da cui ricaviamo 3t2 — 2t — 1 < 0,
ovvero —1/3 <t < 1, che fornisce e* < 1, da cui < 0. Quindi il campo d’esistenza della funzione proposta
sard E = [log(2/3),0]. Infine, ricordando che —7/2 < arcsins < /2, si ricava subito che f > 0 nel suo
dominio.

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica ¢ data da A2 — 2\ + 5 = 0 ed ha per soluzioni A\; 5 = 1 &+ 2i.
Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(z) = e*[Cy cos(2z) + Casin(2z)].
Inoltre, utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) =
Acosz + Bsinz, da cui y,(z) = —Asinz + Bcosx e yy(r) = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione
completa, otteniamo

—Acosz — Bsinz 4+ 2Asinz — 2B cosx + 5Acosx + 5Bsinz = 10sinx,

che porta al sistema

~A-2B+45A=0, B =24, A=1,
et et
~B+24+45B=10, 104 =10, B=2.

Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(z) = e*[Cy cos(2z) + Caysin(2x)] +
cos x + 2sin z, che risulta una funzione periodica se e solo se C7 = Cy = 0. Quindi, esiste un’unica soluzione
del problema proposto, che ¢ da y(z) = cosz + 2sinx.

Esercizio 4
Poiché la funzione proposta & non negativa e continua nell’intervallo (0, 1), studiando il suo comportamento
per £ — 07 e per z — 1~ otteniamo

N V/x(l—x) N V-2 N 1
log(1+v3)¥/ (1 —xz) log(l1+v3)¥/ (1 —xz) log(l++3)(1—x)L/20

che ¢ impropriamente integrabile;

perx — 17 f(x)

Va(l —x) N Jx N 1
V2 + )Vl V2x /223/10

Pertanto la funzione proposta risulta impropriamente integrabile in (0, 1).

per x — 07 f(z) ~

che ¢ impropriamente integrabile.



Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Dal Teorema di Torricelli si ricava

F'(w) = e~ [f(e™™)]* = 27" f(e™") [ (™) (—e™") = e "[f(e™)]* + 2e7 f(e7") f'(e7") .

Pertanto, F"(z) > 0, per ogni « € R, in quanto f > 0 per ipotesi e f’ > 0, poiché f & crescente. Quindi,
avendo la derivata seconda sempre non negativa, F' & convessa.



TEMA B

Esercizio 1
Ponendo z = a + ib, da cui |z|?> = a? + b e Re(z) = a, I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma
a —ia® — ib® + 2ia — 2b = —i, da cui si ricava il sistema

a—2b=0, a=2b, b=1, b=-1/5,
— — O ure
@ =42 =1, A 4 db+1=0, a=2, PP a=—2/5.

Quindi l’equazione proposta ha due soluzioni date da z; =2 +1i e 20 = —2/5 — /5.

Esercizio 2
Per determinare il campo di esistenza F della funzione proposta dobbiamo imporre le condizioni

7/2 — arccos(5e** — 4e*) > 0,

—  0<5e* —4e” <1.

—1<5e* —4e® <1,
Risolvendo la prima disequazione si ottiene e (5¢* —4) > 0, ovvero e® > 4/5, che fornisce > log(4/5). Per
la. seconda disequazione procediamo effettuando la sostituzione t = e, da cui ricaviamo 5t2 — 4t — 1 < 0,
ovvero —1/5 <t < 1, che fornisce e < 1, da cui < 0. Quindi il campo d’esistenza della funzione proposta
sard E = [log(4/5),0]. Infine, ricordando che 0 < arccoss < m, ovvero —7/2 < w/2 — arccoss < m/2, si
ricava subito che f < 0 nel suo dominio.

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica ¢ data da A> — 2\ + 10 = 0 ed ha per soluzioni A\; o = 1 =& 3i.
Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(xz) = e*[Cy cos(3z) + Ca sin(3x)].
Inoltre, utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) =
Acos + Bsinz, da cui y,(z) = —Asinz + Bcosz e y,(r) = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione
completa, otteniamo

—Acosx — Bsinx + 2Asinz — 2B cosx + 10Acosx + 10Bsinxz = —85cos

che porta al sistema

!

—~B+24+10B=0, . A=-9B/2, A=-9,
—~A-2B+10A = -85, — 85B/2 = —85, B=2.

Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(z) = e*[Cy cos(3z) + Casin(3x)] —
9cosx + 2sinzx, che risulta una funzione periodica se e solo se C; = C3 = 0. Quindi, esiste un’unica
soluzione del problema proposto, che ¢ da y(z) = —9cosx + 2sinz.

Esercizio 4
Poiché la funzione proposta & non negativa e continua nell’intervallo (0, 1), studiando il suo comportamento
per x — 07 e per z — 1~ otteniamo

N log(1 + vV4)¥1 -z N log(1+V2)V1—= N log(1 +v/2)
Va(l—x) V- (1—a)t/4

che ¢ impropriamente integrabile;

perx — 17 f(x)

per x — 0T f(x)~4x(3+x>\4ﬁ~ V3u ~ V3

vasinl Vrsinl  /sinlzl/4

Pertanto la funzione proposta risulta impropriamente integrabile in (0, 1).

che ¢ impropriamente integrabile.



Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Dal Teorema di Torricelli si ricava

F'(z) = 2af («*)]? =
F'(w) = 2f (@) + 202f (%) f'(2%)22 = 2[f (2*)]* + 827 f (%) [ (%) .

Pertanto, F"'(x) > 0, per ogni € R, in quanto f < 0 per ipotesi e f' < 0, poiché f & decrescente.
Quindi, avendo la derivata seconda sempre non negativa, F' & convessa.



TEMA C

Esercizio 1
Ponendo z = a + ib, da cui |2]? = a? + b? e Re(z) = a, 'equazione proposta si puo riscrivere nella forma
a? +b% — 2a — 2ib+ ia = 9, da cui si ricava il sistema

—2b4+a=0, a=2b, b=-1, b=9/5,

2, 52 == 9 | 19 > oppure

a”+b°—2a=9, 40 +b°—4b—-9=0, a=-2, a=18/5.
Quindi 'equazione proposta ha due soluzioni date da z; = —2 — i e 29 = 18/5+ 9i/5.

Esercizio 2
Per determinare il campo di esistenza F della funzione proposta dobbiamo imporre le condizioni

7/2 — arccos(7e** — 6e®) >0,

e o =  0<Te* —6e" <1,

—1<7e"" —6e” <1,
Risolvendo la prima disequazione si ottiene e”(7e” — 6) > 0, ovvero e” > 6/7, che fornisce z > log(6/7). Per
la seconda, disequazione procediamo effettuando la sostituzione t = e, da cui ricaviamo 7t2 — 6t — 1 < 0,
ovvero —1/7 <t < 1, che fornisce e* < 1, da cui < 0. Quindi il campo d’esistenza della funzione proposta
sard E = [log(6/7),0]. Infine, ricordando che 0 < arccoss < m, ovvero —n/2 < w/2 — arccoss < /2, si
ricava subito che f > 0 nel suo dominio.

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica ¢ data da A2 — 6\ + 18 = 0 ed ha per soluzioni \; o = 3 & 3i.
Pertanto, l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(z) = e3*[Cy cos(3z) + Cy sin(3x)].
Inoltre, utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) =
Acosz + Bsinz, da cui y,(z) = —Asinx + Bcosx e y,(r) = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione
completa, otteniamo

—Acosz — Bsinz 4+ 6Asinz — 6B cosx + 18 Acosz + 18 Bsinx = —325cos x,

che porta al sistema

— B+6A+18B =0, A=-17B/6, A=-17,

— A—-6B+18A = -325, —325B/6 = —325, B=6.
Pertanto, I'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(z) = e3*[Cy cos(3z) + Ca sin(3z)] —
17cosx 4 6sinz, che risulta una funzione periodica se e solo se C; = Cy = 0. Quindi, esiste un’unica
soluzione del problema proposto, che ¢ da y(z) = —17cosz + 6sin z.

Esercizio 4
Poiché la funzione proposta & non negativa e continua nell’intervallo (0, 1), studiando il suo comportamento
per x — 0T e per z — 1~ otteniamo

_log(1+ Va) V1T -z _log(1 +V2)V1—= _ log(1+ V2)
x(1—x) V1i—=z (1 —x)/6

che ¢ impropriamente integrabile;

perx — 17 f(x)

N V2r(1+2)V1 N v2x N V2

+
perz — 07 f(z) (=) Jz 21/12

che ¢ impropriamente integrabile.

Pertanto la funzione proposta risulta impropriamente integrabile in (0, 1).



Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Dal Teorema di Torricelli si ricava

F'(z) = 2af («*)]? =
F'(w) = 2f (@) + 202f (%) f'(2%)22 = 2[f (2*)]* + 827 f (%) [ (%) .

Pertanto, F"'(x) > 0, per ogni € R, in quanto f < 0 per ipotesi e f' < 0, poiché f & decrescente.
Quindi, avendo la derivata seconda sempre non negativa, F' & convessa.



TEMA D

Esercizio 1
Ponendo z = a + ib, da cui |2|?> = a? + b? e Im(z) = b, 'equazione proposta si puo riscrivere nella forma
ia® 4+ ib® —a — ib+ b =4, da cui si ricava il sistema

—a+b=0, a="0, b=1, b=-1/2,
— = oppure
Q2 —b=1, Bab?—b-1=0, a=1, P a=-1/2.
Quindi l’equazione proposta ha due soluzioni date da z; = 1+1ie 20 = —1/2 — /2.
Esercizio 2
Per determinare il campo di esistenza F della funzione proposta dobbiamo imporre le condizioni

arcsin(2e** —e*) >0,

9, N = 0<2% —e®<1.
—1<2e* —e* <1

)

Risolvendo la prima disequazione si ottiene e”(2e” — 1) > 0, ovvero e > 1/2, che fornisce x > log(1/2).
Per la seconda disequazione procediamo effettuando la sostituzione ¢t = e%, da cui ricaviamo 2t> —¢t —1 < 0,
ovvero —1/2 <t <1, che fornisce ¢* < 1, da cui < 0. Quindi il campo d’esistenza della funzione proposta
sara E = [log(1/2),0]. Infine, ricordando che —m/2 < arcsins < 7/2, si ricava subito che f < 0 nel suo
dominio.

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica ¢ data da A — 4\ + 8 = 0 ed ha per soluzioni A\; 2 = 2 + 2i.
Pertanto, l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(z) = e2*[C} cos(2x) + Cyq sin(2z)].
Inoltre, utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) =
Acosx + Bsinz, da cui y,(z) = —Asinx + Beosz e y,(x) = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione
completa, otteniamo

—Acosx — Bsinz +4Asinx — 4B cosx + 8Acosx + 8Bsinz = 65sinx

che porta al sistema

—~A—4B+8A4=0, B=TA/4, A=4,
— B+4A+8B =65, 654/4 = 65, B=T1.

Pertanto, I'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(z) = e2*[Cy cos(2z) + Cy sin(2x)] +
4cosx + Tsinz, che risulta una funzione periodica se e solo se Cy = Cy = 0. Quindi, esiste un’unica
soluzione del problema proposto, che ¢ da y(x) = 4 cosx + 7sin z.

Esercizio 4
Poiché la funzione proposta € non negativa e continua nell’intervallo (0, 1), studiando il suo comportamento
per z — 07 e per x — 1~ otteniamo

N v1—=x N v1—=z N 1
a1 +V3) Vol — ) log(l+ VA VI—z  log(l+ VA)(1—a)1/2

che ¢ impropriamente integrabile;

perz — 17 f(x)

Vsin 1 Vsinl  /sinl
\/33(1—}—233){’/33(1 — ) vV x5/6

per z — 07 f(x) ~

che & impropriamente integrabile.

Pertanto la funzione proposta risulta impropriamente integrabile in (0, 1).



Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Dal Teorema di Torricelli si ricava

F'(w) = e~ [f(e™™)]* = 27" f(e™") [ (™) (—e™") = e "[f(e™)]* + 2e7 f(e7") f'(e7") .

Pertanto, F"(z) > 0, per ogni « € R, in quanto f > 0 per ipotesi e f’ > 0, poiché f & crescente. Quindi,
avendo la derivata seconda sempre non negativa, F' & convessa.



