SOLUZIONI COMPITO del 10/01/2018
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo che, ponendo z = e’ e Z = re~"? 1’equazione proposta si riscrive nella forma

23 — 3Z|Z| — r3e—319 — 3,,,267,(9 .
Pertanto, una soluzione ¢ data da r = 0, cioe z = 0, mentre le altre si ottengono risolvendo il sistema

_ 9,30 _
21—36 —3,

r=3, r=3, 22:3€iw/2:3i,
—30=0—2kr, ke, 0—kn/2, k=0,1,2,3, vy = 367 = 3,
2y =337/ = 3.

Esercizio 2
Applicando le proprieta dei logaritmi e riscrivendo la successione proposta nella forma

[L4sin(2)]" _ o o [+ sn (]| = exp <n2 log {1 +sin (3” - 3n> 7

e?m e3n

si arriva a dover studiare la successione degli esponenti

et son )] onme (oo (3)] 3o ()] () -
(e sho G o)) -
o (2 o))~ o)~ 3.

Pertanto, il limite proposto vale e=9/2.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata ¢ data da A?> — 4\ —5 = 0 ed ha per soluzioni Al =
—1;5. Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(x) = Cre~% + Coe®®. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(xz) = Aze™, da
cui y,(z) = Ae™(1 —z) e y"(x) = Ae™"(z — 2). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae ™ (x —2—4+4+4x —bx)=4e™®, dacui A=-2/3.
Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(x) = Cie™® + Ce®® — %xe’ , che

risulta infinitesimo, per x — 400 se e solo se Cy = 0. Quindi, le soluzioni cercate saranno della forma
y(x) = (Cy —2z/3)e™".

x



Esercizio 4
L’integrale proposto & un integrale improprio e, poiché la funzione integranda & positiva e continua nell’inter-
vallo [1,400), resta solo da studiare il suo comportamento in un intorno di +oco. Tenendo conto che, per
T — 400, si ha

1 1 1 1
f(x) :=Vzellog (1 + ) ~ Vga—l ~ gl /2 2 =

1.2 + 2z 1’2 + 2z 1.2 xQ—(a—l)/Q ’

ricava che l'integrale improprio converge se e solo se 2 — (o« — 1)/2 > 1, ovvero se e solo se a < 3.

Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Sia F :[-1,1] — R la funzione definita da

Pla) = /Ox 1f () dt+ 22 — 1.

Poiché f € C%([—1,1]) ed & positiva, la funzione F' & di classe C*([—1,1]) ed inoltre

F(—l):/01t|f(t)dt:—/01 tlf(6)dt <0,  mentre F(1):/01 1/ (6)dt > 0.

Pertanto, dal teorema degli zeri, si ricava subito che esiste almeno un punto zy € [—1,1] tale che
F(xo) = 0, ovvero xg ¢ una soluzione dell’equazione proposta. Per dimostrare che essa ¢ unica, studiamo
la monotonia di F. Utilizzando il teorema di Torricelli, ricaviamo che

z(f(x)+2) >0  perz>0;
F'(z) = |z|f(z) + 22 =X 0 per z = 0;
z(—f(z)+2) <0 perz<O0;

dove abbiamo tenuto conto che f(z) € (0,1] per ogni € [—1,1]. Quindi z = 0 & punto di minimo
assoluto (in cui la funzione assume il valore —1 < 0) e z = =£1 sono punti di massimo relativo. In
particolare, da quanto ricavato in precedenza, si ha che z = 1 ¢ punto di massimo assoluto, in cui
la funzione e strettamente positiva, mentre x = —1 € punto di massimo relativo, in cui la funzione e
strettamente negativa. Pertanto, il grafico di F attraversa ’asse delle ascisse SOLO nel punto xq € (0,1)
e, conseguentemente, ’equazione proposta ammette un’unica soluzione in [—1, 1].



TEMA B

Esercizio 1

Osserviamo che, ponendo z = re®?

e Z =re Y 1'equazione proposta si riscrive nella forma
7t = 4277 = rle™40 = 443210

Pertanto, una soluzione & data da r = 0, cioe z = 0, mentre le altre si ottengono risolvendo il sistema
2z =40 =4,

2o = 46'™/3 = 24 2iV/3,
r=4, r=4, 23 = 433 = —2 4 2iV/3,
{ —40=20—-2kn, keZ, — {9k7r/3, k=0,1,2,3,4,5, — 24 = 4e'™ = —4

25 = 4e™/3 = —2 — 2i\/3,
26 = 4e®7/3 =2 — 2i\/3.

)

Esercizio 2
Applicando le proprieta dei logaritmi e riscrivendo la successione proposta nella forma

2 2
e4n e4n

1+ 4tanh (5)]"  exp [log ([1 + 4 tann (5)]™ )] - (4n2 s [1 Fodtah (TLIZ)D ’

si arriva a dover studiare la successione degli esponenti

oot ()] = o ()] = o ()] o 1)
—w—w([ o)A 2] o)

1
2
— 4 2 4 4 1 _
=4Nn" —n ;;3 _-;;I +o0 ;;I = 4 4n/ +‘8 +’0( ) ~ 8.

Pertanto, il limite proposto vale e®.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & data da A2 + 3\ —4 = 0 ed ha per soluzioni \; 5 =
1; —4. Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(z) = Cre™% 4 Cye®. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(x) = Aze”, da
cui y,(z) = Ae”(1 + ) e y'(z) = Ae”(x + 2). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae”(z +2+3+3x —4z) =3e”, dacui A=3/5.

Pertanto, I'integrale generale dell’equazione completa sard dato da y(z) = Cre™* 4+ Che® + %:z:ef, che
risulta infinitesimo, per z — —oo se e solo se C; = 0. Quindi, le soluzioni cercate saranno della forma

y(z) = (Cy + 3x/5)e”

Esercizio 4
L’integrale proposto & un integrale improprio e, poiché la funzione integranda e positiva e continua nell’inter-
vallo (0, 1], resta solo da studiare il suo comportamento in un intorno di 0. Tenendo conto che, per x — 07,

si ha
S/ 2a+1 S/ 2a+1
flo) e V2T VeRreernsl oL
log(1l +z +222) x4+ 222 x  pl-(Ratl)/3°

ricava che l'integrale improprio converge se e solo se 1 — (2a+ 1)/3 < 1, ovvero se e solo se a > —1/2.




ii)

Esercizio 5
Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
Sia F': [-2,2] — R la funzione definita da

F(z):= /; [t|f(t)dt — 2 + 4.

Poiché f € C%([—2,2]) ed & negativa, la funzione F ¢ di classe C1([—2,2]) ed inoltre

-2 0 2
F(—2):/O \t|f(t)dt:—[2|t|f(t)dt>0, mentre F(2):/O #1£(#) dt < 0.

Pertanto, dal teorema degli zeri, si ricava subito che esiste almeno un punto zy € [—2,2] tale che
F(z9) = 0, ovvero xg & una soluzione dell’equazione proposta. Per dimostrare che essa ¢ unica, studiamo
la monotonia di F. Utilizzando il teorema di Torricelli, ricaviamo che

z(f(x)—2) <0  perz>0;
F'(z) = |z|f(z) =22 =¢ 0 per z = 0;
x(—=f(x) —2) >0 perz<O0;

dove abbiamo tenuto conto che f(z) € [—1,0) per ogni « € [-2,2]. Quindi z = 0 & punto di massimo
assoluto (in cui la funzione assume il valore 4 > 0) e z = %2 sono punti di minimo relativo. In
particolare, da quanto ricavato in precedenza, si ha che x = 2 ¢ punto di minimo assoluto, in cui
la funzione é strettamente negativa, mentre x = —2 & punto di minimo relativo, in cui la funzione e
strettamente positiva. Pertanto, il grafico di F' attraversa 1’asse delle ascisse SOLO nel punto xq € (0,2)
e, conseguentemente, ’equazione proposta ammette un’unica soluzione in [—2, 2].



TEMA C

Esercizio 1

Osserviamo che, ponendo z = re®?

e Z =re " 1'equazione proposta si riscrive nella forma
z° = 5z2|2/° = roe 21 = 5r0eif

Pertanto, una soluzione & data da r = 0, cioe z = 0, mentre le altre si ottengono risolvendo il sistema

r=1/5, r=1/5,
=
—50=0—-2kr, keZ, 0=kn/3, k=0,1,2,3,4,5,

= (1/5)e" = 1/5,
= (1/5)e'™/* = (1/5)(1/2 +iV/3/2),
23 = (1/5)e*™/% = (1/5)(~1/2 +iV/3/2),
= (1/5)
= (1/5)
= (1/5)

1/5)e'™ = —1/5,
1/5)e*™/3 = (1/5)(—1/2 — iV/3/2),
1/5)e%™/3 = (1/5)(1/2 — iv/3/2).

24

Z5

26

Esercizio 2
Applicando le proprieta dei logaritmi e riscrivendo la successione proposta nella forma

epn’ o’ 2 4 1
= o =exp | 5n“ —n~log |1 + 5tan — )
[1+5tan (5] exp [1og([1+5tan (72)] )} "

si arriva a dover studiare la successione degli esponenti

— 1 s 1 1 1\1? 1
an:=5n"—n"log|l+5tan| — || =50 —n Stan| — || — = |btan [ — +o| —
n?2 n?2 2 n?2 n4
5 1 1[5 1\]? 1
2 _ 4
=t ([n2+o<n4>}_2[n2+0<n4>} +O(n4>>
) 25 1 25 25
2 _ 4 2 2

Pertanto, il limite proposto vale e25/2.

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & data da A2 + 2\ — 3 = 0 ed ha per soluzioni \; 5 =
1; —3. Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(z) = C1e™3 4+ Cye®. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(x) = Aze”, da

cui y,(z) = Ae”(1 + ) e y'(z) = Ae”(z + 2). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae®(x+2+2+4 22 —3x) =2¢", dacui A=1/2.

Pertanto, 'integrale generale dell’equazione completa sard dato da y(z) = Cie™3% + Cge® + %xez, che
risulta infinitesimo, per x — —oo se e solo se C; = 0. Quindi, le soluzioni cercate saranno della forma

y(z) = (Cy + x/2)e”.



Esercizio 4
L’integrale proposto & un integrale improprio e, poiché la funzione integranda & positiva e continua nell’inter-
vallo (0, 1], resta solo da studiare il suo comportamento in un intorno di 0. Tenendo conto che, per z — 0T,

si ha
,3/1.17201 ,3/x172a Nx(I*QQ)/uQ)i 1

B log(1 + 222 + 23) " 222 + a3 202 2z2-(1-20)/3”

flx):

ricava che U'integrale improprio converge se e solo se 2 — (1 — 2«)/3 < 1, ovvero se e solo se a < —1.

Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Sia F':[—2,2] — R la funzione definita da

F(z):= /Ox [t|f(t)dt —x* +4.

Poiché f € C°([—2,2]) ed & negativa, la funzione F & di classe C'([—2,2]) ed inoltre

—2 0 2
F(—2):/0 \t|f(t)dt:—/_2|t|f(t)dt>0, mentre F(2):/0 () dt < 0.

Pertanto, dal teorema degli zeri, si ricava subito che esiste almeno un punto zy € [—2,2] tale che
F(zo) = 0, ovvero x( & una soluzione dell’equazione proposta. Per dimostrare che essa € unica, studiamo
la monotonia di F. Utilizzando il teorema di Torricelli, ricaviamo che

z(f(z) —2) <0  perz > 0;
F'(z) = |z|f(x) =22 =X 0 per z = 0;
x(—=f(x) —2) >0 perz<O0;

dove abbiamo tenuto conto che f(z) € [—1,0) per ogni = € [—2,2]. Quindi z = 0 & punto di massimo

assoluto (in cui la funzione assume il valore 4 > 0) e z = %2 sono punti di minimo relativo. In
particolare, da quanto ricavato in precedenza, si ha che x = 2 e punto di minimo assoluto, in cui
la funzione & strettamente negativa, mentre x = —2 & punto di minimo relativo, in cui la funzione &

strettamente positiva. Pertanto, il grafico di F' attraversa 1’asse delle ascisse SOLO nel punto xq € (0,2)
e, conseguentemente, ’equazione proposta ammette un’unica soluzione in [—2, 2].



TEMA D

Esercizio 1
0 —1i0 I
b

Osserviamo che, ponendo z =re'’ e Z =re equazione proposta si riscrive nella forma

7% = 2272 = r2e 20 = 273210
Pertanto, una soluzione & data da r = 0, cioe z = 0, mentre le altre si ottengono risolvendo il sistema
=(1/2)e® =1/2,

21 =(1/2)
r=1/2, r=1/2, 2 = (1/2)e™? =i/2,
—t —t
—20=20 —2kw, ke, 0=kn/2, k=0,1,2,3, = (1/2)e'™ = —1/2,
(1/2)

= (1/2)e¥/? = —i/2.

Esercizio 2
Applicando le proprieta dei logaritmi e riscrivendo la successione proposta nella forma

[1+ sinh (%)}nz _ exp {log ([1 + sinh (%)}HQ)] — exp (nz log [1 4 sinh <2>} _ 2n> ,

eQn e2n

si arriva a dover studiare la successione degli esponenti

e B0 R (10 R S GIR E) R
= ([Ee @ sFe R ) -
) I

Pertanto, il limite proposto vale e ™2

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & data da A2 — 5\ — 6 = 0 ed ha per soluzioni \; 5 =
—1;6. Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(z) = Cre~* 4+ Cae%®. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) = Aze™, da
cui y,(z) = Ae™ (1 —z) e y"(x) = Ae™*(z — 2). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae ™ (x —2—-545x—6x)=5e"", dacui A=-5/T.

Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sard dato da y(x) = Cre™® + Cpef” — %me_”‘, che
risulta infinitesimo, per x — 400 se e solo se Cy = 0. Quindi, le soluzioni cercate saranno della forma
y(@) = (C1 = Sa/T)e™™

Esercizio 4
L’integrale proposto € un integrale improprio e, poiché la funzione integranda e positiva e continua nell’inter-
vallo [1,400), resta solo da studiare il suo comportamento in un intorno di +o0o. Tenendo conto che, per
r — +00, si ha

1 1 1
f(z) = Val->log <1+2 o )N\/g;l—ai,vx(l—a)ﬂfz

223 + o 203 2g3—(1—a)/27

ricava che U'integrale improprio converge se e solo se 3 — (1 — «)/2 > 1, ovvero se e solo se o > —3.



ii)

Esercizio 5
Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
Sia F': [-1,1] — R la funzione definita da

F(x) := /; [t|f(t)dt +2* — 1.

Poiché f € C%([—1,1]) ed & positiva, la funzione F & di classe C*([—1,1]) ed inoltre

—1 0 1
F(—l):/o \t|f(t)dt:—[1 #f(#)dt <0,  mentre F(l):/o #1f(#) dt > 0.

Pertanto, dal teorema degli zeri, si ricava subito che esiste almeno un punto zy € [—1,1] tale che
F(z9) = 0, ovvero xg & una soluzione dell’equazione proposta. Per dimostrare che essa ¢ unica, studiamo
la monotonia di F. Utilizzando il teorema di Torricelli, ricaviamo che

z(f(x)+2) >0  perz>0;
F'(z) = |z|f(z) + 22 =¢ 0 per z = 0;
x(—f(x)+2) <0 perz<O0;

dove abbiamo tenuto conto che f(x) € (0,1] per ogni « € [—1,1]. Quindi z = 0 & punto di minimo
assoluto (in cui la funzione assume il valore —1 < 0) e & = %1 sono punti di massimo relativo. In
particolare, da quanto ricavato in precedenza, si ha che z = 1 ¢ punto di massimo assoluto, in cui
la funzione & strettamente positiva, mentre x = —1 € punto di massimo relativo, in cui la funzione e
strettamente negativa. Pertanto, il grafico di F’ attraversa ’asse delle ascisse SOLO nel punto xq € (0,1)
e, conseguentemente, ’equazione proposta ammette un’unica soluzione in [—1, 1].



