SOLUZIONI COMPITO del 11/01/2016
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo che 1’equazione proposta si puo riscrivere nella forma z(82% — 1) = 0, da cui si ricava z = 0 e
23 = 1/8, pertanto
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Esercizio 2
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione x +— e*, con z = 2sin(1/n), e per la
funzione = — sinz, con x = 1/n, possiamo scrivere
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Pertanto otteniamo
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Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto ¢ relativo ad un’equazione differenziale che, riscritta nella forma y'(x) =
—2e%*[y?(z) + 1], risulta essere a variabili separabili e priva di integrali singolari. Separando le variabili e
integrando, otteniamo
dy

arctan[y(z)] = / s = 7/26% do = —e2* 4+ C — y(z) = tan[—e®® + C].
Y

Imponendo la condizione iniziale si ricava —1 = y(log\/7/4) = tan[—e? log v/7/4 | C] = tan(—n/4 + C),
che porta a C = 0. Pertanto la soluzione del problema di Cauchy sara y(z) = tan[—e??], definita per
x <logy/m/2.

Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & definita, non negativa e continua in (0, 1], per stabilire se I'integrale improprio
esiste finito ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0T, dove abbiamo
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Pertanto, utilizzando il criterio del confronto asintotico per gli integrali, otteniamo che f € impropriamente
integrabile in un intorno dell’origine se e solo se & — 1/2 < 1, cioeé per o < 3/2.



Esercizio 5
Poiché f € C1(R), F € C3(R). Inoltre, poiché f(0) = 0 ed f & strettamente decrescente, avremo che f/(z) < 0
per ogni € R, f(x) > 0 per z < 0, f(z) < 0 per z > 0 e, quindi, xf(z) < 0 per  # 0. Tenendo conto di
quest’ultima osservazione e del teorema di Torricelli si ricava

<0 se x <0,
F’(x):f2(ac)x{20 se x =0, F'(z) =2f(2)f (z)x + f*(z) > 0.
>0 se x>0,

Quindi zg = 0 & 'unico punto di minimo assoluto stretto ed F' ¢ sempre convessa. Infine, il valore di minimo
sara dato da

F(0) = /10 fA)tdt = —/01 fAt)tdt <0,

dove, nell’'ultima disuguaglianza, abbiamo tenuto conto che f2(¢)t > 0 per t € (0, 1].



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma z(27z% — i) = 0, da cui si ricava z = 0 e
2% = i/27, pertanto
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Esercizio 2
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione x + sinx, con z = 4(e
funzione = — €%, con x = 1/n, possiamo scrivere
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Pertanto otteniamo
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Esercizio 3
11 problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale che, riscritta nella forma y'(x) =

—gp%[y2 (z) + 1], risulta essere a variabili separabili e priva di integrali singolari. Separando le variabili e

integrando, otteniamo

arctan[y(z)] = / 1 /— de=— +C = y(x) = tan <3312 + C’) .

Imponendo la condizione iniziale si ricava v/3 = y(1/3/7) = tan(r/3 + C), che porta a C' = 0. Pertanto la
soluzione del problema di Cauchy sara y(x) = tan(1/z?), definita per x > /2/7.

Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & definita, non negativa e continua in (0, 1], per stabilire se I'integrale improprio
esiste finito ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0%, dove abbiamo
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Pertanto, utilizzando il criterio del confronto asintotico per gli integrali, otteniamo che f & impropriamente
integrabile in un intorno dell’origine se e solo se « — 5/6 < 1, cioé per a < 11/6.



Esercizio 5
Poiché f € C1(R), F € C3(R). Inoltre, poiché f(0) = 0 ed f & strettamente decrescente, avremo che f/(z) < 0
per ogni x € R, f(z) > 0 per z < 0, f(x) < 0 per z > 0 e, quindi, zf3(x) < 0 per = # 0. Tenendo conto di
quest’ultima osservazione e del teorema di Torricelli si ricava

>0 se x <0,
F'(z) = f3(z)2? { =0 se x =0, F'(z) = 3f%(x) f'(z)2* + 2f3(z)x < 0.
<0 se x > 0,

Quindi zg = 0 & 'unico punto di massimo assoluto stretto ed F' € sempre concava. Infine, il valore di massimo
sara dato da

F(0) = /10 P2 dt = —/01 A dt >0,

dove, nell’'ultima disuguaglianza, abbiamo tenuto conto che f3(¢)t? < 0 per t € (0, 1].



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma z(2% + 27i) = 0, da cui si ricava z = 0 e
3 = —27i, pertanto

3e™/2 = 3i,
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Esercizio 2
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione x + sinz, con z = 2(e1/" —1), e per la
funzione z — €%, con x = 1/n, possiamo scrivere

sinf2(e!/" — 1)] =(2(e'/" — 1)) — %(2(&/" — 1) + o(1/n)
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Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale che, riscritta nella forma y'(z) =
m—lz[yQ(:c) + 1], risulta essere a variabili separabili e priva di integrali singolari. Separando le variabili e

integrando, otteniamo
arctan[y(z)] = / /— de = —— + C = (z) = tan ! +C

Imponendo la condizione iniziale si ricava —v/3 = y(3/7) = tan(—n/3 + C), che porta a C = 0. Pertanto la
soluzione del problema di Cauchy sara y(z) = tan(—1/x), definita per z > 2/7.

Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & definita, non negativa e continua in (0, 1], per stabilire se I'integrale improprio
esiste finito ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0%, dove abbiamo
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Pertanto, utilizzando il criterio del confronto asintotico per gli integrali, otteniamo che f & impropriamente
integrabile in un intorno dell’origine se e solo se 2/3 — a < 1, cioé per aw > —1/3.



Esercizio 5
Poiché f € C1(R), F € C3(R). Inoltre, poiché f(0) = 0 ed f & strettamente decrescente, avremo che f/(z) < 0
per ogni x € R, f(z) > 0 per z < 0, f(x) < 0 per z > 0 e, quindi, zf3(x) < 0 per = # 0. Tenendo conto di
quest’ultima osservazione e del teorema di Torricelli si ricava

>0 se x <0,
F'(z) = f3(z)2? { =0 se x =0, F'(z) = 3f%(x) f'(z)2* + 2f3(z)x < 0.
<0 se x > 0,

Quindi zg = 0 & 'unico punto di massimo assoluto stretto ed F' € sempre concava. Infine, il valore di massimo
sara dato da

F(0) = /10 P2 dt = —/01 A dt >0,

dove, nell’'ultima disuguaglianza, abbiamo tenuto conto che f3(¢)t? < 0 per t € (0, 1].



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che 'equazione proposta si puo riscrivere nella forma z(2% 4+ 8) = 0, da cui si ricava z = 0 e

3
; 1 V3
2e”/3:2<2+\[i> =1+iV3,

z° = —8, pertanto
2

2= /=8 = V8eim = 9,i(nt2m)/3 _ g 4im _ _9

9ei(mHAT) /3 _ 9 (573 _ | _ /3

Esercizio 2
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione x — e*, con z = 3sin(1/n), e per la
funzione = — sinz, con = 1/n, possiamo scrivere

e?snl/m) =1 1 (3sin(1/n)) + %(3 sin(1/n))” + %(3 sin(1/n))” + o(1/n?)
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Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale che, riscritta nella forma y'(z) =
3e3%[y?(z) + 1], risulta essere a variabili separabili e priva di integrali singolari. Separando le variabili e
integrando, otteniamo

arctan[y(z)] = / dy_ _ /3e3w de =e3* +C = y(x) = tan[e®® + C].

v+l

Imponendo la condizione iniziale si ricava 1 = y(log {/7/4) = tan[e?°8 ¥7/4 4 C] = tan(nr /4 + C), che porta
a C' = 0. Pertanto la soluzione del problema di Cauchy sara y(z) = tan[e®*], definita per z < log 3/ /2.
Esercizio 4

Poiché la funzione integranda & definita, non negativa e continua in (0, 1], per stabilire se 'integrale improprio
esiste finito ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 07, dove abbiamo
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Pertanto, utilizzando il criterio del confronto asintotico per gli integrali, otteniamo che f & impropriamente
integrabile in un intorno dell’origine se e solo se 9/4 — «a < 1, cio¢ per o > 5/4.



Esercizio 5
Poiché f € C1(R), F € C3(R). Inoltre, poiché f(0) = 0 ed f & strettamente decrescente, avremo che f/(z) < 0
per ogni € R, f(x) > 0 per z < 0, f(z) < 0 per z > 0 e, quindi, xf(z) < 0 per  # 0. Tenendo conto di
quest’ultima osservazione e del teorema di Torricelli si ricava

<0 se x <0,
F’(x):f2(ac)x{20 se x =0, F'(z) =2f(2)f (z)x + f*(z) > 0.
>0 se x>0,

Quindi zg = 0 & 'unico punto di minimo assoluto stretto ed F' ¢ sempre convessa. Infine, il valore di minimo
sara dato da

F(0) = /10 fA)tdt = —/01 fAt)tdt <0,

dove, nell’'ultima disuguaglianza, abbiamo tenuto conto che f2(¢)t > 0 per t € (0, 1].



