SOLUZIONI COMPITO dell’11/02/2011
ANALISI 1 - MECCANICA 9 CFU
CALCOLO DIFF. e INT. I+II - MECCANICA 11 CFU

TEMA A

Esercizio 1
Osserviamo che la funzione proposta ¢ continua e positiva in tutto l'intervallo (0,400) pertanto, al fine di
stabilire se 'integrale proposto converge, & sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0% e per
T — +00.

Per x — 07, utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione t — e?, con t = az,
si ottiene

ax @
f(@) ~ 220 a1

che & impropriamente integrabile per 2a — 1 < 1, ovvero o < 1.
Per x — 400, si ottiene
e*r 1
f(l‘) ~ rlaeax = r2a’

che & impropriamente integrabile per 2« > 1, ovvero o > 1/2.
Pertanto, 'integrale proposto convergera per 1/2 < o < 1.

Esercizio 2
Osserviamo che, per x — 0, si ottiene
| |2a

20(

flx) ~ log |z,

dove abbiamo utilizzato lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione x +— cosx. Pertanto,
la funzione proposta risultera prolungabile con continuita in x = 0 solo per a > 0 e, denotato con f tale
prolungamento, si avra f(0) = 0. Studiando il rapporto incrementale di f per tali valori di a > 0, si ricava

T 2a
lim (1—cosz)*log|z|—0 ~ lim ‘2|a log |z|
z—0 x z—0 x

o e 0 se2a0—1>0 < a>1/2;
= hn}J sign(x) log |z| =

20 too se2a—-1<0 < a<1/2

In conclusione, la funzione prolungata sara derivabile per « > 1/2, mentre avra una cuspide per 0 < o < 1/2.

Esercizio 3
L’equazione proposta e un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea. Utilizzando la
formula risolutiva & sufficiente calcolare

—/ﬂdleog(i%—i—cosm)—l—C, /elog(?’“‘)”)-1dx:/(3—|—cosx) dx =3x +sinz + C.
34 coszx

Pertanto, 'integrale generale sara della forma

C+3z+sinz

— Ce™ log(3+cos ) — log(3+cos x) 3 : _
y(z) e +e (3z +sinx) Eyp—



Esercizio 4
a) Riscrivendo nv” = 3vV71°gs " ricayiamo subito che

lim (3” - nﬁ) — lim (3” _ 3\/51‘%3") = lim 3" (1 - 3\/5108;3”—”) = 400,

n—-4oo n—-+4oo n—-—+oo
Infatti, ricordando gli ordini di infinito, si ottiene

(logsn)/vn —0 = +/nlogsn—n = —n(—(loggn)/v/n+1) - —c0
— 3\/ﬁlog3nfn 0.

b) Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — (14 )®, con t = 1/log®n ed
a =1/2, e per la funzione t — sint, con t = 1/logn, si ottiene

1 1
. 1 + (log n)? 1 . 2log?n . IOg n
lim = lim —— = lim =+00.
n—-—+o00 sin3 1 n—-+00 5 n—+oo 2
Togn log® n

Esercizio 5
L’affermazione a) & corretta; infatti, se > a%/ " converge, in particolare, dovendo essere soddisfatta la con-
dizione necessaria per la convergenza delle serie, si ha ai/ "™ — 0 e, poiché 0 < 1, dal criterio della radice, si
ricava che Y a,, converge.
L’affermazione b), invece, & falsa. Basta, infatti, considerare la successione a,, = 1/n?, che fornisce una serie
convergente, ma ¢ tale che (1/n2)1/ ™ — 1 # 0, quindi, non soddisfacendo la condizione necessaria per la

convergenza, fornisce una serie divergente.

Esercizio 6
Poiché f € C? (]R2)7 utilizzando il Teorema di Fermat, imponiamo dapprima le condizioni di annullamento
del gradiente:

fo=y+2e—20y=0, z=0, r=1,
9 = oppure
fy=z—2°=0, y=0, y=2.

Quindi si trovano solo due punti stazionari P; = (0,0) e P, = (1,2). Calcolando la matrice Hessiana in tali
punti si ottiene:

2-2y 1-20
Hf(x’y):<1—2i 0) =

det(Hf(P1)> = det (f é) =-1<0, det<Hf(P2)) = det (:3 _01> =-1<0.

Quindi entrambi i punti trovati sono selle.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che la funzione proposta & continua e positiva in tutto U'intervallo (0,400) pertanto, al fine di
stabilire se 'integrale proposto converge, ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0% e per
Tr — 400.
Per z — 07, utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione z — %, si ottiene
.Z'3a+2 1

f(.’l?) ~ T = r—2a—2"

che & impropriamente integrabile per —2a — 2 < 1, ovvero a > —3/2.
Per x — 400, si ottiene

x3a+2eax 1
f(aj) ~ ear = r—3a—2"
che & impropriamente integrabile per —3a — 2 > 1, ovvero a < —1.
Pertanto, 'integrale proposto convergera per —3/2 < a < —1.

Esercizio 2
Osserviamo che, per x — 0, si ottiene

dove abbiamo utilizzato lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione z +— sinz. Pertanto,
la funzione proposta risultera prolungabile con continuita in x = 0 solo per a < 0 e, denotato con f tale
prolungamento, si avra f(0) = 0. Studiando il rapporto incrementale di f per tali valori di a < 0, si ricava

loglal _ log [z
. | sin x| . |z]e
lim ————— = lim

z—0 xT z—0 T

10g|x\7{0 sel+a<0 <<= a<-1
T l+oo seld+a>0 = a> -1
In conclusione, la funzione prolungata sara derivabile per « < —1, mentre avra una cuspide per —1 < o < 0.

Esercizio 3
L’equazione proposta & un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea. Utilizzando la
formula risolutiva e sufficiente calcolare

sin(2x) 2sinx cosx 9
/1+coszm o / 1+coste 0 og (1 +cos”x) +C,

sinz
/ef log(1+eos’ ) i) 4y = / ————— dx = —arctan(cosz) + C'.
14 cos?x
Pertanto, 'integrale generale sara della forma

y(z) = Celos(1teos®x) | glog(1teos®z) (—arctan(cosz)) = (14 cos® z) (C — arctan(cos z)) .

Esercizio 4
a) Riscrivendo (logn)V™ = 3v*legs(logn) yicayiamo subito che
lim (3"~ (logn)¥™) = 1tim (3" —3vrlomlosn)) = i g0 (1 gviomlosn ) — oo,

Infatti, ricordando gli ordini di infinito, si ottiene

llogs(logn)]/v/n — 0 = /nlogg(logn) — n = —n(~[logs(log n)]/v/n + 1) — —oc
— gvnlogy(logn)—n _,

b) Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — (14 )®, con t = 1/log®n ed

a =1/3, e per la funzione ¢ +— sint, con t = 1/logn, si ottiene
sin? <loén) _ L _

lim = lim 2" = lim 3logn = +oo.

n—+00 1 n—+00 ——5— n—-+oo
31+ Togn)® 1 3log3n




Esercizio 5
L’affermazione a) & corretta; infatti, se > 1/a, converge, in particolare, dovendo essere soddisfatta la con-
dizione necessaria per la convergenza delle serie, si ha a,, / 0 e quindi, non soddisfacendo la condizione
necessaria per la convergenza, . a,, diverge.
L’affermazione b), invece, ¢ falsa. Basta, infatti, considerare la successione a,, = n, che fornisce una serie
divergente, ma & tale che 1/a,, = 1/n. Pertanto, essendo quest’ultimo il termine generale della serie armonica,
fornisce una serie non convergente.

Esercizio 6
Poiché f € C? (R2), utilizzando il Teorema di Fermat, imponiamo dapprima le condizioni di annullamento
del gradiente:

Jo=y+2c—22y=0, r=0, r=1,
5 = oppure
fy=xz—2"=0, y=0, y=2.

Quindi si trovano solo due punti stazionari P; = (0,0) e P, = (1,2). Calcolando la matrice Hessiana in tali
punti si ottiene:

2-2y 1-2
Hf(x’y):<1—2§; 0) —

det(Hf(P1)> = det (? é) =-1<0, det<Hf(P2)) = det (:f _01> =-1<0.

Quindi entrambi i punti trovati sono selle.



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che la funzione proposta & continua e positiva in tutto Uintervallo (0,400) pertanto, al fine di
stabilire se 'integrale proposto converge, ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0% e per
T — +00.

Per x — 0T, utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione z — %, si ottiene

x3a+3 1

f(l') ~ o = r—2a—3 ’

che & impropriamente integrabile per —2a — 3 < 1, ovvero a > —2.

Per x — 400, si ottiene
$3a+3eaac 1

fx) ~ =

eaT r—3a=3"

che & impropriamente integrabile per —3a — 3 > 1, ovvero o < —4/3.
Pertanto, 'integrale proposto convergera per —2 < o < —4/3.

Esercizio 2
Osserviamo che, per z — 0, si ottiene
I Z‘|O‘ /2

f(=)

- log |x|’

dove abbiamo utilizzato lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione z +— sinz. Pertanto,
la funzione proposta risultera prolungabile con continuita in x = 0 solo per a > 0 e, denotato con f tale
prolungamento, si avra f(0) = 0. Studiando il rapporto incrementale di f per tali valori di a > 0, si ricava

\sinaj\o‘/2 0 |x\a/2
. log |z . log |z
lim glel = lim 281l
z—0 X r—0 T

x|0‘/2_1_{0 sea/2-1>0 <= a>2

= lim sign(x) +o0 sea/2—-1<0 < a<2.

-0 log ||

In conclusione, la funzione prolungata sara derivabile per o > 2, mentre avra una cuspide per 0 < a < 2.

Esercizio 3
L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea. Utilizzando la
formula risolutiva e sufficiente calcolare

sin(2x) /2sinxcosa: 5
_ S g [ ZREEOE G og (3 c,
/3—|—C0S21‘ v 3+ cos?x v Og( +eos x)+

C083 T

+C.

/elog(3+C052 *) sinw dz = /(3 + cos® x) sinz de = —3cosx —

Pertanto, 'integrale generale sara della forma

3
cos3x) C —3cosx — 5%

— C — log(3+0052 z) — 10g(3+c052 :n) 73 .
y(z) e +e cos x 3 3 oo 3



Esercizio 4
a) Riscrivendo (y/n)°8" = 2l°gn1og2 V7 ricayviamo subito che

lim [(vn)*E" — 2] = lim (210%"1% Vi 2”) — lim —2" (—zlognlogz Vien 1) — —o0.

n—-+oo n—-+oo n—-+4oo
Infatti, ricordando gli ordini di infinito, si ottiene

1
2nlog?2

log’n — 0 = log nlog, n—nz—n( log2n+1) — —00

o log 2
— 210gnlog2 Vn—n 0.

b) Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione t — (14 ¢)*, con t = 1/logn ed
a =1/2, e per la funzione ¢ — sint, con t = 1/logn, si ottiene

3
. 1 1
. S (logn> . log® n . 4
lim 5= lim —5— = lim ] =
n—-+4oo n——+o0o n—+o0o [0gn
( 1+ 3k —1) Toogn g

Esercizio 5
L’affermazione a) ¢ falsa. Basta, infatti, considerare la successione a,, = n, che fornisce una serie divergente,
ma & tale che 1/a,, = 1/n. Pertanto, essendo quest’ultimo il termine generale della serie armonica, fornisce
una serie non convergente.
L’affermazione b), invece, & corretta; infatti, se > 1/a,, converge, in particolare, dovendo essere soddisfatta
la condizione necessaria per la convergenza delle serie, si ha a,, /4 0 e quindi, non soddisfacendo la condizione
necessaria per la convergenza, . a,, diverge.

Esercizio 6
Poiché f € C? (RQ)7 utilizzando il Teorema di Fermat, imponiamo dapprima le condizioni di annullamento
del gradiente:

Joe=y+2c—20y=0, =0, r=1,
9 = oppure
fy=2—2"=0, y=0, Y

Quindi si trovano solo due punti stazionari P; = (0,0) e P, = (1,2). Calcolando la matrice Hessiana in tali
punti si ottiene:

2-2 1-2%
Hf(f”’y)<12§ 0> —

det(Hf(P1)> — det (f é) —_1<0, det(Hf(P2)> — det (j _01> —_1<o0.

Quindi entrambi i punti trovati sono selle.



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che la funzione proposta & continua e positiva in tutto U'intervallo (0, 400) pertanto, al fine di
stabilire se 'integrale proposto converge, ¢ sufficiente studiare il comportamento di f per x — 0% e per
T — +00.

Per z — 0%, utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — ef, con t = axz,

si ottiene
ax «

flx) ~ 2302 gBaj2—17

che & impropriamente integrabile per 3a/2 — 1 < 1, ovvero a < 4/3.
Per x — 400, si ottiene
e*r 1
f(l') ~ pr3a/2eaz = r3a/2’

che & impropriamente integrabile per 3a,/2 > 1, ovvero o > 2/3.
Pertanto, 'integrale proposto convergera per 2/3 < a < 4/3.

Esercizio 2

Osserviamo che, per z — 0, si ottiene
22(1

T)~ ———,
T~ i logl
dove abbiamo utilizzato lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione x — cosx. Pertanto,
la funzione proposta risultera prolungabile con continuita in x = 0 solo per a < 0 e, denotato con f tale
prolungamento, si avra f (0) = 0. Studiando il rapporto incrementale di f per tali valori di o < 0, si ricava

1 e
—cos )2 log |z . z|*e log |z
lim )7 Tog [z] _ iy [P TosTa]
z—0 xT x—0 xT
— Jim sign(2) 22 0  seda+1<0 <= a<—1/4
TS et T og o] T | 400 seda+1>0 < a>—1/4.

In conclusione, la funzione prolungata sara derivabile per @ < —1/4, mentre per —1/4 < a < 0 avra una
cuspide.

Esercizio 3
L’equazione proposta e un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea. Utilizzando la
formula risolutiva & sufficiente calcolare

ST r = —log (s +cosx)+C, e —cos“ x)dxr = —cosx) dr = 3rx—smmz+C'.
S log (3 C log(3+c032) (905 1) d 3 dz = 3z—sinz+C
3+ cosx

Pertanto, 'integrale generale sara della forma
y(x) — Celog(3+cos$) + elog(3+cOSI) (33; — sin x) = (3 + cos Jj) (C + 3z — sin J)) .

Esercizio 4
a) Riscrivendo nV108™ = 2vIeenlosn ricaviamo subito che

lim n\/logn o 2n:| — lim (2\/lognlog2n o 2n> — lim -2" (72w/10gn10g2 n—n 1) - —0o.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Infatti, ricordando gli ordini di infinito, si ottiene

(logn)3/% (logn)3/?
-0 = +/I 1 —-n=-n|—-——""—+1 —
nlog 2 08710821 T = nlog2 + o

2\/10gn10g2 n=no_, (.

7



b) Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — (1 +¢)*, con t = 1/log®n ed
a =1/3, e per la funzione t — sint, con t = 1/logn, si ottiene

/ 1 1
YAl (logn)3 1 lim 3logn - 5 1

lim 5 = = lim
n—-+oo . 1 n—-4o0o > n—-+oo 3 log n
sin | log®n
ogn

Esercizio 5
L’affermazione a) & falsa. Basta, infatti, considerare la successione a, = 1/n?, che fornisce una serie con-
vergente, ma ¢ tale che (1/n?)/" — 1 # 0, quindi, non soddisfacendo la condizione necessaria per la
convergenza, fornisce una serie divergente.
L’affermazione b), invece, & corretta; infatti, se ai,,/ ™ converge, in particolare, dovendo essere soddisfatta la
condizione necessaria per la convergenza delle serie, si ha a,li/ " - 0 e, poiché 0 < 1, dal criterio della radice,
si ricava che Y a, converge.

Esercizio 6
Poiché f € C? (]1%2)7 utilizzando il Teorema di Fermat, imponiamo dapprima le condizioni di annullamento
del gradiente:

Jo=y+2r—22y=0, r=0, z=1,
9 < oppure
fyzl'—(E :0, y:O’ y:2

Quindi si trovano solo due punti stazionari P; = (0,0) e P, = (1,2). Calcolando la matrice Hessiana in tali
punti si ottiene:

2-2y 1-20
Hf(x’y):<122 0) —

det(Hf(Pl)) — det (i (1)) —_1<0, det<Hf(P2)> — det (:f _01) —_1<o0.

Quindi entrambi i punti trovati sono selle.



