SOLUZIONI COMPITO dell’11/02/2020
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
L’insieme delle primitive F,, delle funzioni assegnate, che soddisfano la condizione F,(0) = —1, & costituito
dalla famiglia di funzioni integrali

Fo(z) = -1 +/ et dt = —1 +/ e Bdt, a>0.
0 0

L’espressione esplicita di F,, si ottiene effettuando la sostituzione s = t*, da cui t>dt = ds/4, 5(0) = 0 e
s(x) = 2*, ed integrando poi per parti. In tal modo si ricava

4

x 1 x
Fo(z)=-1 +/ et gt = —1 + Z/ se*® ds
0 0
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Imponendo ora 'ulteriore condizione Fy, ) = 3, si ricava
Va ’

1+ 1 ! + L 3 — ! 4 — 1
— —_— _—— —_— = —_— = o= —.
402 ¢ 402 ¢ 402 402 4

Quindi, esiste un’unica primitiva soddisfacente tutte le condizioni richieste ed & data da

F(z) = -1+ 2% /4 —4e™/4 4 4 = (2% — 4)e*"/4 1+ 3.

Esercizio 2

a) L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. L’equazione caratteristica associata all’equazione differenziale &€ A> —2A —8 = 0, che ha come
soluzioni A = —2,4. Quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea associata e dato da

yo(l’) = 01672$ + CQ€4I .

Dal metodo di somiglianza si ricava che la soluzione particolare ¢ della forma y,(z) = Aze™%*, da cui

yp(z) = Ae™®"(1 — 2x) e y(x) = Ae”**(4x — 4). Sostituendo nell’equazione, si ottiene 4Awe " —
4Ae™2" + 4Are 2 — 247 — 8Aze 2® = e72% ciot A = —1/6. La soluzione generale dell’equazione

completa, pertanto, ¢ data da

b) Calcolando

—2x 4x 4z
. T . Cie + Cqe 1 _ . Che
lim M = lim |——=— — —e7%*| = lim ,
r—+o0o I T—+00 x 6 T—+00 x

e quest’ultimo limite ¢ finito se e solo se C; = 0. Quindi, si ottengono infinite soluzioni della forma
y(z) = Cre™ — twe™?* C1 € R.



Esercizio 3
Poiché la funzione ¢ — 2% — 1 — 2/t — 2t & una funzione continua su tutto [0,4+00), essa risulta anche
integrabile e quindi il numeratore del limite proposto & infinitesimo per z — 0%. Poiché anche il denominatore
¢ infinitesimo, tenendo conto che sin(x®) ~ z°, per x — 07, possiamo applicare il Teorema di de L’Hospital
ed ottenere

2 I2
2V _ 1 _ _ 2Vt 1 _ _
) /0 (e 1—2vt—2t)dt ) /O (e 1— 2yt —2t)dt . 22(c> — 1 — 22 — 2?)
1m = l1m

2—0+ sin(z9) @—0+ x° 2—0+ Sat ’

dove abbiamo utilizzato il Teorema di Torricelli ed il teorema di derivazione della funzione composta per
calcolare la derivata della funzione integrale composta al numeratore. A questo punto, utilizzando lo sviluppo
di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione z — e2*, otteniamo
2 3
Co2m(e®—1-20—22%) . 21 +20+ 0 L B _9p 9222 2.82%/6 8
lim = lim : = lim ——— = —.
z—0t 54 z—0t1 53 z—01 53 15

Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che €** — 2e® +4 = (e® — 1)2 + 3 > 0 per ogni = € R, quindi la funzione proposta
¢ ben definita su tutto 'asse reale. Inoltre essa ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [—log2,log 2],
quindi il Teorema di Weierstrass garantisce 1’esistenza di almeno un punto di massimo ed un punto di minimo
assoluti. Iniziamo studiando gli estremanti locali di f, calcolandone la derivata e studiandone il segno in
[—log 2,1log 2]. Si ottiene

() 2e2% — 2¢” 2e” € 1) > 8 gz; 2 < g <log?2,
xTr) = 2% p = 27 — _ — =0,
© erHd e 2et 14 <0 per —log2 < x < 0.

Quindi, dal criterio di monotonia, si ricava che £ = +log 2 sono punti di massimo locale per f, mentre z = 0
e punto di minimo locale per f. Essendoci un unico punto di minimo locale, esso & necessariamente anche
il punto di minimo assoluto; per determinare invece il punto di massimo assoluto, valutiamo la funzione nei
due punti di massimo locale. In questo modo si ottiene

1
f(=1log?2) = log <43) +log4 = log(13), f(log2) =log4 +log4 = log(16);

quindi x = — log 2 risulta essere punto di massimo locale, mentre x = log 2 risulta essere punto di massimo
assoluto.

Esercizio 5

a) Per l'enunciato e la dimostrazione, si veda il libro di testo.

b) Poiché f € C2(R) ed & crescente e convessa sul semiasse positivo delle ascisse, si ha che f/(z), f”(z) > 0,
per z > 0. Inoltre, dal teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione della funzione composta,
otteniamo

F'(z) =2z f'(2%), F'"(x) = 2f(2?) 4 42 f" (2?) .

Pertanto, F' ¢ convessa, in quanto F”' > 0, essendo somma di funzioni non negative.



TEMA B

Esercizio 1
L’insieme delle primitive F, delle funzioni assegnate, che soddisfano la condizione F,(0) = 0, & costituito
dalla famiglia di funzioni integrali

x x
F(x) = / t3 sin(at?) dt = / t? sin(at?) tdt, a>0.
0 0
L’espressione esplicita di F,, si ottiene effettuando la sostituzione s = 2, da cui tdt = ds/2, s(0) = 0 e

s(r) = 22, ed integrando poi per parti. In tal modo si ricava
2

xT 1 xT
F,(z) :/o t3 sin(at?®) dt = 5/0 ssin(as) ds

9 2
T 1 [* 1
=55 cos(as) . + 2% J, cos(as)ds = % 22 cos(ax?) + 22 sin(az?) .

Imponendo ora 'ulteriore condizione F, ( g) = 7, si ricava

T T T ™ 1
——— COSTT = — = — = _ — a=1.
202 2 202 2

Quindi, esiste un’unica primitiva soddisfacente tutte le condizioni richieste ed ¢ data da
1 1
F(z) = —5132 cos(z?) + 3 sin(z?).

Esercizio 2

a) L’equazione differenziale proposta & un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. L’equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & A 42\ —8 = 0, che ha come
soluzioni A = 2, —4. Quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

yo(x) = C1e* 4 Coe 7,
Dal metodo di somiglianza si ricava che la soluzione particolare ¢ della forma y,(z) = Aze*®, da cui
yp(z) = Ae** (14 2z) e y)/(x) = Ae**(4x 4 4). Sostituendo nell’equazione, si ottiene 4Aze*” 4 4Ae*” +
4Axe®® 4+ 2Ae* — 8Aze” = 2%, cioé A = 1/6. La soluzione generale dell’equazione completa, pertanto,
e data da 1
y(x) = C1e*™ 4 Chre 47 + éxe% ,

b) Calcolando

C 2z C —4x 1 C —4dx
lim & = lim hem +02¢ 7 + —e?*| = lim 2¢ ,
r——00 I r——00 T 6 T——00 T

e quest’ultimo limite e finito se e solo se C; = 0. Quindi, si ottengono infinite soluzioni della forma
y(z) = C1e®® + %we%, C; eR.

Esercizio 3
Poiché la funzione ¢ ~— sin(4+/t) — 4/t + %t & una funzione continua su tutto R, essa risulta anche integrabile
e quindi il numeratore del limite proposto ¢ infinitesimo per z — 0%. Poiché anche il denominatore &
infinitesimo, tenendo conto che e?® — 1~ 28, per £ — 01, possiamo applicare il Teorema di de L’Hospital
ed ottenere

z3 3

/[sin(4€/{t) — AVt + 2t) dt /[Sin(4%) — 4Vt + 2t]dt
0 0 H

. ) . 32%[sin(4z) — 4z + 3227
lim < = lim = lim ,
=0+ e —1 z—0+ 28 =0+ 8x7
dove abbiamo utilizzato il Teorema di Torricelli ed il teorema di derivazione della funzione composta per
calcolare la derivata della funzione integrale composta al numeratore. A questo punto, utilizzando lo sviluppo
di Mc Laurin al quinto ordine per la funzione z — sin(4x), otteniamo

i 3¢?[sin(4x) — 4o + 2% -~ 3[4x — % + % —dx+ 225 - 3-1282°/15 16
a—0+ 87 T a0+ 85 a0+ 815 5



Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che 3e?* — 6e® +4 = 3(e®* —1)2 +1 > 0 per ogni = € R, quindi la funzione proposta
¢ ben definita su tutto 'asse reale. Inoltre essa ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [—log2,log 2],
quindi il Teorema di Weierstrass garantisce 1’esistenza di almeno un punto di massimo ed un punto di minimo
assoluti. Iniziamo studiando gli estremanti locali di f, calcolandone la derivata e studiandone il segno in
[—log 2,10g 2]. Si ottiene

f/(x) B 6e2r — Ge* 6e” (1 ez) { ~ 8 EZE l'_logOQ e 0,
— T 921 _ T = 2 T B - —
3e 6e* -4  3e 6e? + 4 <0 per 0 < x < log 2.

Quindi, dal criterio di monotonia, si ricava che x = +1log 2 sono punti di minimo locale per f, mentre z = 0
e punto di massimo locale per f. Essendoci un unico punto di massimo locale, esso & necessariamente anche
il punto di massimo assoluto; per determinare invece il punto di minimo assoluto, valutiamo la funzione nei
due punti di minimo locale. In questo modo si ottiene

f(—log2) = —log4 — log (1) = log (;) ) f(log2) = —log4 — log4 = log (116) :

quindi z = — log 2 risulta essere punto di minimo locale, mentre = = log 2 risulta essere punto di minimo
assoluto.

Esercizio 5

a) Per l'enunciato e la dimostrazione, si veda il libro di testo.

b) Poiché f € C?(R) ed & decrescente e concava sul semiasse positivo delle ascisse, si ha che f/(z), f”(z) <0,
per z > 0. Inoltre, dal teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione della funzione composta,

otteniamo
F'(x) = 423 f' (z%), F"(z) = 1222 f' (2*) + 1625 f () .

Pertanto, F' & concava, in quanto F” < 0, essendo somma di funzioni non positive.



TEMA C

Esercizio 1
L’insieme delle primitive F, delle funzioni assegnate, che soddisfano la condizione F,(0) = 0, & costituito
dalla famiglia di funzioni integrali

x x
F,(z) = / t3 cos(at?) dt = / t? cos(at?) tdt, a>0.
0 0
L’espressione esplicita di F,, si ottiene effettuando la sostituzione s = 2, da cui tdt = ds/2, s(0) = 0 e
s(x) = 22, ed integrando poi per parti. In tal modo si ricava
2

x 1 x
Fy(z) = /0 t3 cos(at?) dt = 5/0 scos(as) ds

2
1 @ 1 7 1 1 1
=55 ssin(as) 0 3 ), sin(as) ds = % z?sin(aa?) + 202 cos(ax?) — 207
Imponendo ora 'ulteriore condizione Fy, ( g) = —4, si ricava

1

1 1
— CcosT — — = —4 = =—4 = o=

1
202 202 a2 2"
Quindi, esiste un’unica primitiva soddisfacente tutte le condizioni richieste ed ¢ data da

F(z) = 2?sin(2?/2) + 2 cos(x?/2) — 2.

Esercizio 2

a) L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. L’equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & A2 4+2X\—8 = 0, che ha come
soluzioni A = 2, —4. Quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea associata e dato da

yo(z) = C1e*” + Che 4"

Dal metodo di somiglianza si ricava che la soluzione particolare ¢ della forma y,(z) = Aze™**, da cui

yp(z) = Ae™**(1 — 4z) e y)/(x) = Ae™**(16x — 8). Sostituendo nell’equazione, si ottiene 16Aze™** —
8Ae 4" — 8Axe 4 + 24e™* — 8Aze 4" = e~** cioe A = —1/6. La soluzione generale dell’equazione

completa, pertanto, ¢ data da
1
y(x) = Cre** + Cpe™4 — éxe*“ ,

b) Calcolando

. y(x) . C1e®® + Coe ™ 1 . Cle*®
lim == = lim —_———— — —€ = lim s
rx—+oco I Tr—r+00 x 6 r—r+00 €T

e quest’ultimo limite ¢ finito se e solo se C; = 0. Quindi, si ottengono infinite soluzioni della forma
y(z) = Cre™4* — %xe_‘lx, Cy e R.

Esercizio 3
Poiché la funzione t + sin(2v/t) — 2v/t + %\/;3 & una funzione continua su tutto [0, +00), essa risulta anche
integrabile e quindi il numeratore del limite proposto & infinitesimo per z — 0%. Poiché anche il denominatore
¢ infinitesimo, tenendo conto che e — 1~ z7, per x — 01, possiamo applicare il Teorema di de L’Hospital
ed ottenere

I2

. /0 [sin(2v%) — 2Vt + Vi3] dt L /0 [sin(2v/%) — 2Vt + V3] dt Ho 2zfsin(2e) — 2z + 23]

w0+ e’ —1 z—0+ 27 20+ 720
dove abbiamo utilizzato il Teorema di Torricelli ed il teorema di derivazione della funzione composta per
calcolare la derivata della funzione integrale composta al numeratore. A questo punto, utilizzando lo sviluppo
di Mc Laurin al quinto ordine per la funzione = — sin(2z), otteniamo

9

Lo 2alsin(2e) — 20+ 4a% 202w - @0 4 2o 9y 4 49 Lo 24et/15 8
1um = lm - - = lm —— = ——.
0+ Tx6 z—0+ 725 z—0+  7x° 105



Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che 4e?* —8e® +5 = 4(e® —1)?2 +1 > 0 per ogni = € R, quindi la funzione proposta
¢ ben definita su tutto 'asse reale. Inoltre essa ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [—log2,log 2],
quindi il Teorema di Weierstrass garantisce 1’esistenza di almeno un punto di massimo ed un punto di minimo
assoluti. Iniziamo studiando gli estremanti locali di f, calcolandone la derivata e studiandone il segno in
[—log 2,10g 2]. Si ottiene

f/(x) B 82T _ Re 8e” (1 ez) { ~ 8 EZE l'_logOQ e
— T U~2x T = 2r __ T - - o
de 8e” +5  de 8e” +5 <0 per 0 < z < log 2.

Quindi, dal criterio di monotonia, si ricava che x = +1log 2 sono punti di minimo locale per f, mentre z = 0
e punto di massimo locale per f. Essendoci un unico punto di massimo locale, esso & necessariamente anche
il punto di massimo assoluto; per determinare invece il punto di minimo assoluto, valutiamo la funzione nei
due punti di minimo locale. In questo modo si ottiene

f(=log2) =1log6 —log2 =1log3, f(log2) =log6 —log5 = log <§) ;

quindi z = — log 2 risulta essere punto di minimo locale, mentre = = log 2 risulta essere punto di minimo
assoluto.

Esercizio 5

a) Per l'enunciato e la dimostrazione, si veda il libro di testo.

b) Poiché f € C?(R) ed & decrescente e concava sul semiasse positivo delle ascisse, si ha che f/(z), f”(z) <0,
per z > 0. Inoltre, dal teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione della funzione composta,

otteniamo
F'(x) = 423 f' (z%), F"(z) = 1222 f' (2*) + 1625 f () .

Pertanto, F' & concava, in quanto F” < 0, essendo somma di funzioni non positive.



TEMA D

Esercizio 1
L’insieme delle primitive F,, delle funzioni assegnate, che soddisfano la condizione F,,(0) = 1, & costituito
dalla famiglia di funzioni integrali

x x

Fy(z) =1 +/ et gt = 1 +/ Be2dt,  a>0.
0 0

L’espressione esplicita di F,, si ottiene effettuando la sostituzione s = t3, da cui t>dt = ds/3, s(0) = 0 e

s(x) = 23, ed integrando poi per parti. In tal modo si ricava
3

T 1 x
F.(z)=1 +/ Pet’ gt =1 + 5/ se*’ ds
0

0
14+ 1 as a® 1 o as g 1+ 1 3 _ax® 1 az® + 1
= — se - e ds = — e — e —.
3o o 3a/y 3o 3a? 3a?
Imponendo ora l'ulteriore condizione F, (3%/5) = 4, si ricava
1 1 1 1 1
T3a2° 7 3a2° " 32 3072 “73

Quindi, esiste un’unica primitiva soddisfacente tutte le condizioni richieste ed ¢ data da
F(z) = 1+ 2% /3 —3e7/3 1 3= (a3 —3)ew3/3+4.

Esercizio 2

a) L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. L’equazione caratteristica associata all’equazione differenziale & A> — 2\ —8 = 0, che ha come
soluzioni A = —2,4. Quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea associata e dato da

yo(z) = 016_290 + 0264I .
Dal metodo di somiglianza si ricava che la soluzione particolare & della forma y,(r) = Aze®, da cui
yp(z) = Ae**(144x) e )/ (z) = Ae** (162 +8). Sostituendo nell’equazione, si ottiene 16 Aze” 48 AeP” —
8Azet® —24e*” — 8Azxe*™ = e?* ciod A = 1/6. La soluzione generale dell’equazione completa, pertanto,
e data da i
y(x) = Cre™® 4 Cpe® + gxe‘lx )

b) Calcolando
C —2z C 4x 1 C —2z
lim M: lim u—i—fe“ = lim 1© ,
r——00 I xT—r—00 X 6 T—r—00 X

e quest’ultimo limite e finito se e solo se ¢y = 0. Quindi, si ottengono infinite soluzioni della forma
y(z) = Ce®™ + %we“, Cy e R.

Esercizio 3
Poiché la funzione ¢ — e3V% — 1 — 3Vt — %\3/72 ¢ una funzione continua su tutto R, essa risulta anche
integrabile e quindi il numeratore del limite proposto ¢ infinitesimo per  — 0%. Poiché anche il denominatore
¢ infinitesimo, tenendo conto che sin(z°®) ~ 2, per x — 0%, possiamo applicare il Teorema di de L’Hospital
ed ottenere

CL‘3 Zl)s
[@V-i-svi-gvma @V - 1-sdi- g
lim 22 - 0 a lim
T—0+ sin(z%) z—0+ x0 =0+ 6x®

32%[e3” — 1 — 3z — 227

)

dove abbiamo utilizzato il Teorema di Torricelli ed il teorema di derivazione della funzione composta per
calcolare la derivata della funzione integrale composta al numeratore. A questo punto, utilizzando lo sviluppo
di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione z — e3*, otteniamo

2 3
i 32%[e3” — 1 — 3z — 227 ~ i 3[1+3x+%+%—1—3x—%x2] ~ 3-923/2 _9
z—0t 6° z—0t 63 z—0t 623 4°



Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che 2e?* —4e® +5 = 2(e® —1)?2 +3 > 0 per ogni x € R, quindi la funzione proposta
¢ ben definita su tutto 'asse reale. Inoltre essa ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [—log2,log 2],
quindi il Teorema di Weierstrass garantisce 1’esistenza di almeno un punto di massimo ed un punto di minimo
assoluti. Iniziamo studiando gli estremanti locali di f, calcolandone la derivata e studiandone il segno in
[—log 2,10g 2]. Si ottiene

f/< ) 4e2% — 4o 4 ( . 1) > 8 per 0 < g < log2,
)= 2r T = 2 T S = per x =0,
2e 4e® 4+ 5 2e 4e* 4+ 5 <0 per log2 < < 0.

Quindi, dal criterio di monotonia, si ricava che £ = +log 2 sono punti di massimo locale per f, mentre z = 0
€ punto di minimo locale per f. Essendoci un unico punto di minimo locale, esso € necessariamente anche
il punto di minimo assoluto; per determinare invece il punto di massimo assoluto, valutiamo la funzione nei
due punti di massimo locale. In questo modo si ottiene

f(=log2) =log <;) —log7 =log (;) , f(og2) =logh —log7 = log (i) ;

quindi x = — log 2 risulta essere punto di massimo locale, mentre x = log 2 risulta essere punto di massimo
assoluto.

Esercizio 5

a) Per l'enunciato e la dimostrazione, si veda il libro di testo.

b) Poiché f € C%(R) ed & crescente e convessa sul semiasse positivo delle ascisse, si ha che f/(z), f”(z) > 0,
per z > 0. Inoltre, dal teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione della funzione composta,
otteniamo

Fl(e) = 20f'(a®),  F'(2) = 2f'(a®) + 4f"(2?).

Pertanto, F' ¢ convessa, in quanto F” > 0, essendo somma di funzioni non negative.
b) b) b



