SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1
Osserviamo innanzitutto che la serie proposta € a termini positivi.

1. Per a =1, essa si riscrive nella forma
+oo

Z 3n%logn
5n ’
n=1 3

ed utilizzando il criterio della radice si ottiene

) ./3n2logn 1
nEIJIrloo 35n - 375 < 17
pertanto la serie converge.

2. Per a € R, sempre utilizzando il criterio della radice, si ottiene

) »/3n?logn 1
lim —_— = —,
n——+00 35an 35a

quindi la serie converge se 1/3°* < 1, cioe a > 0, e diverge se 1/3%* > 1, cioe¢ a < 0. Per a = 0 il
criterio non fornisce alcuna informazione, pertanto bisogna procedere per altra via. Sostituendo @ =0
nella serie proposta, si osserva subito che il termine generale a,, = 3n2 log n non ¢ infinitesimo, pertanto
la serie diverge.

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione del primo ordine sia lineare che a variabili separabili,
pertanto puo essere risolta in entrambi i modi. Noi procederemo tramite la formula risolutiva per le
equazioni lineari del primo ordine, che fornisce:

tan? tan? tan? tan?
y(z) = Cexp —/ WL e + exp —/ WL e /anmexp /anx dx
cos? x cos? x cos? cos? x
tand
:Cexp(— ar; x>—|—1.

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 2, si ottiene C' = 1 e quindi la soluzione sara

t 3
y(z) = exp (— ar; a:) +1.

2. Tenendo conto del punto precedente, si ottiene

3
lim y(x)= lim [exp (_tan x) + 1} =1.

Tz—w/27 r—T/27 3

Esercizio 3
1. All'interno dell’insieme 7', poiché la funzione & regolare, procediamo cercando i punti stazionari, cioe i
punti che annullano il gradiente:

fa(z,y) = %(:ﬁ + 1)+ 22y —14+2/2) =0

fy(:r,y):x2+1:0.

Poiché il sistema precedente non ammette soluzioni, non ci sono punti estremanti all’interno di 7.
2. Poiché f e continua e 'insieme T ¢ chiuso e limitato, per il Teorema di Weierstrass la funzione ammette
almeno un punto di massimo ed un punto di minimo assoluto in 7. Poiché all’interno di 7', come
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visto nel punto precedente, non vi sono estremanti, essi saranno necessariamente sulla frontiera. Per
determinarli, studiamo la restrizione di f alla frontiera di 7.
o lato a:={r =0, y€0,1]}:

fO,y)=y—1=1g1(y) dacui gj(y)=1>0;

quindi la funzione & crescente quando y € [0, 1]. Pertanto (0,0) & punto di minimo per f vincolato al lato a,
mentre (0,1) & punto di massimo per f vincolato al lato a.
elatob:={y=0, z€[0,1]}:

1

2(3x2—4x+1);

f@.0)=(2/2-1)(@" +1) = g2(x)  dacui  gi()

quindi la funzione ¢ crescente quando = € [0,1/3) ed & decrescente quando x € (1/3,1]. Pertanto (0,0) e
(1,0) sono punti di minimo per f vincolati al lato b, mentre (1/3,0) & punto di massimo per f vincolato al
lato b.

elatoc:={y=1-—z, z €[0,1]}:

r a3 . 1 3
f(x,l—x)=—§—5::g3(x) da cui gé(x)=—§—§x2<0;

quindi la funzione & decrescente quando z € [0, 1]. Pertanto (0, 1) & punto di massimo per f vincolato al lato
¢, mentre (1,0) & punto di minimo per f vincolato al lato c.

Poiché
£(0,0) = -1 £0,1) =0
FLO)=—1  °  f(1/3,0)= —5/6-10/9 < 0

si ricava subito che (0,0) e (1,0) sono punti di minimo assoluto per f su T', mentre (0, 1) &€ punto di massimo
assoluto per f su T.

Esercizio 4
1. Il campo di esistenza della funzione proposta ¢ dato dalle seguenti condizioni:

1+2>0 e x #3,
da cui A = (—1,3) U (3, +00).

2. Poiché
im f@)=—oc e lim f(z) =too,
le rette di equazione x = —1 e x = 3 sono asintoti verticali per f. Inoltre, poiché
, [
) ) log(1+x) 22 —22+ 32
1 —z|l= 1 =3
e wiﬁl@o[f(f”) ] Lam [ 1122 73 ;

si ottiene che non ci sono asintoti orizzontali a 400, mentre la retta y = x 4+ 3 & asintoto obliquo a +occ.

) /1 1
[:= lim {/—— =,
n—too | 3% 41 3

si ottiene subito che il raggio di convergenza della serie proposta ¢ R = 3.

Esercizio 5
Poiché

Esercizio 6
Ad esempio si puo considerare la funzione

0 se x <1,
f(:r):{ | — 10| se z > 1.



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1
Osserviamo innanzitutto che la serie proposta ¢ a termini positivi.
1. Per oo = 2, essa si riscrive nella forma

=Xan log®n
Z 44n ’
n=1

ed utilizzando il criterio della radice si ottiene

. «[4nlog®n 1
A\ T T s
pertanto la serie converge.

2. Per a € R, sempre utilizzando il criterio della radice, si ottiene

) .[4nlog?n 1
lim —_— =,
n— 400 42an 42

quindi la serie converge se 1/4%* < 1, cioe o > 0, e diverge se 1/42* > 1, cioe a < 0. Per a = 0 il
criterio non fornisce alcuna informazione, pertanto bisogna procedere per altra via. Sostituendo o = 0
nella serie proposta, si osserva subito che il termine generale a,, = 4nlog® n non @ infinitesimo, pertanto
la serie diverge.

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione del primo ordine sia lineare che a variabili separabili,
pertanto puo essere risolta in entrambi i modi. Noi procederemo tramite la formula risolutiva per le
equazioni lineari del primo ordine, che fornisce:

log? log? log? log?
y(z)zC’eXp</ngdx)+exp</ 08 Idz)/ g ¥ exp(—/ %8 ;1:> dx
x x x x

Imponendo la condizione iniziale y(1) = 2, si ottiene C' = 3 e quindi la soluzione sara

1 3
y(x):?)exp(()i x) -1.

2. Tenendo conto del punto precedente, si ottiene

log3
lim y(z) = lim [3exp ( %8 x> — 1] = 1.

z—0+ z—0 3

Esercizio 3
1. Allinterno dell’insieme T, poiché la funzione e regolare, procediamo cercando i punti stazionari, cioe i
punti che annullano il gradiente:

folz,y) =y*+1=0

fy(@,y) = %(y2 +1)+2y(z—1+y/2)=0.

Poiché il sistema precedente non ammette soluzioni, non ci sono punti estremanti all’interno di 7T'.
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2. Poiché f & continua e 'insieme T e chiuso e limitato, per il Teorema di Weierstrass la funzione ammette
almeno un punto di massimo ed un punto di minimo assoluto in 7. Poiché all’interno di 7', come
visto nel punto precedente, non vi sono estremanti, essi saranno necessariamente sulla frontiera. Per
determinarli, studiamo la restrizione di f alla frontiera di T.
elatoa:={z =0, y€0,1]}:

FO.0) = W/2- D+ )=o) dacui  gily) = 5By — Ay + 1)

quindi la funzione & crescente quando y € [0,1/3) ed & decrescente quando y € (1/3,1]. Pertanto (0,0) e
(0,1) sono punti di minimo per f vincolati al lato a, mentre (0,1/3) & punto di massimo per f vincolato al
lato a.

elatob:={y=0, z €[0,1]}:

f@,0)=2—1=:go(z) dacui gy(z)=1>0;

quindi la funzione & crescente quando z € [0, 1]. Pertanto (0,0) & punto di minimo per f vincolato al lato b,
mentre (1,0) ¢ punto di massimo per f vincolato al lato b.
elatoc:={y=1-—z, 2 €[0,1]}:

3 3a? . 1
f(x,l—x):7—7+2x—1::g3(aj) da cui gg(a:):i

Poiché g4 (z) risulta essere sempre positiva, la funzione € crescente quando x € [0, 1]. Pertanto (0, 1) ¢ punto
di minimo per f vincolato al lato ¢, mentre (1,0) ¢ punto di massimo per f vincolato al lato c.

Poiché
£(0,0) = -1 £(1,0)=0
FO,1)=-1  °  f(0,1/3) = —5/6-10/9 < 0

si ricava subito che (0,0) e (0, 1) sono punti di minimo assoluto per f su T', mentre (1, 0) ¢ punto di massimo
assoluto per f su T.

(32% — 62 +4).

Esercizio 4
1. Il campo di esistenza della funzione proposta ¢ dato dalle seguenti condizioni:

1-3z>0 e x # -3,
da cui A = (—o0, —3) U (=3,1/3).

2. Poiché
li =— li =+
i fl@)=-oc0 e lim f(z)= oo,
le rette di equazione = 1/3 e x = —3 sono asintoti verticali per f. Inoltre, poiché
lim f(z) = -0, lim f@) =2
T——00 T——00 T
) . log(1 —3z) 222 — 222 — 6z

si ottiene che non ci sono asintoti orizzontali a +00, mentre la retta y = 2x — 6 € asintoto obliquo a —oc.

I . .1 1
= lim —_— ==
n—+oo \ 47 4+ 2 4’

si ottiene subito che il raggio di convergenza della serie proposta ¢ R = 4.

Esercizio 5
Poiché

Esercizio 6
Ad esempio si puo considerare la funzione

0 se x <0,

f(x):{|x—5| se x > 0.



