SOLUZIONI COMPITO del 12/01/2016
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Osservando che log (HLJFS) = log ("+3_3) =log (1 3 ) ~ —niJrg ~ —2 ¢ che sin (2) ~ 2, otteniamo

n+3 T n+3 n n
BT w1
= log (%) 3ne 3 ) na—3/2°

Pertanto, si ricava che il termine generale & definitivamente negativo e, per il criterio del confronto asintotico
con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge se e solo se & — 3/2 > 1, ovvero per « > 5/2.

Esercizio 2
Poiché D = (—1,1) U (1, +00), si ottiene
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Pertanto, le rette + = —1 e x = 1 sono asintoti verticali, mentre la retta y = x 4+ 1 € asintoto obliquo per

xr — +00.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & 2A? +8 = 0, che ha come soluzioni A = £2i. Quindi, I'integrale generale
dell’equazione omogenea ¢ yo(x) = Cy cos(2x) + Csy sin(2z). Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo

che una soluzione particolare sara della forma y,(r) = Acosz + Bsinx, da cui y,(r) = —Asinz + Bcosx e
y;;’ () = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione completa, si ricava

—2Acosxz —2Bsinz + 8Acosz + 8Bsinx = 3sinx == A=0, B=1/2.

Quindi, l'integrale generale dell’equazione proposta sara y(z) = Cj cos(2z) + Cs sin(2z) + 4 sinz.

Imponendo ora le condizioni richieste otteniamo

01:—01+1/2, 01:]./4,
e
205 +1/2 = -2C5, Cy=-1/8.

Pertanto, esiste un’unica soluzione del problema proposto, data da y(z) = § cos(2z) — § sin(2z) + 3 sinz.

Esercizio 4

Effettuando la sostituzione ¢ = v/2z2 — x, da cui dt = 2\;‘% dz, t(1) = 1 e t(2) = V/6, si ricava
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Esercizio 5 .,
Tenendo conto che f € C%(R) possiamo scrivere che, per x — 0, f(x) = £(0) + f/(0)z + fT(O) 2?2 + o(x?).
Quindi, per x # 0 e x — 0, avremo
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Ricordando che, per ipotesi, F' & continua nell’origine, cioe F(x) — F(0) per x — 0, si ricava innanzitutto
che f(0) +1 = f'(0) — 3 = 0, altrimenti F' sarebbe divergente. Pertanto, per z # 0 e x — 0, possiamo

riscrivere F/(0) < F(z) = @ +o(1) — fNQ(O). Tenendo conto, infine, che F(0) = 0, otteniamo anche

@ =0 e, quindi, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per f sara dato da f(x) = —1 + 3z + o(x?),
per z — 0.



TEMA B

Esercizio 1

Osservando che log (321?) = log (le'ﬂ'l) = log (1 + ﬁ) ~ ﬁ ~ ﬁ e che sin (3%) ~ 3%, otteniamo
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Pertanto, si ricava che il termine generale & definitivamente positivo e, per il criterio del confronto asintotico
con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge se e solo se 5/4 — a > 1, ovvero per « < 1/4.
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Esercizio 2
Poiché D = (—2,2) U (2 + o), si ottiene
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Pertanto, le rette x = —2 e x = 2 sono asintoti verticali, mentre non c¢’¢ asintoto obliquo per x — 4oc.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & 4\ +1 = 0, che ha come soluzioni A = +i/2. Quindi, I'integrale generale
dell’equazione omogenea & yo(x) = Cy cos(xz/2) + Cy sin(z/2). Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo

che una soluzione particolare sara della forma y,(r) = Acosz + Bsinx, da cui y,(r) = —Asinz + Bcosx e
Y, (r) = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione completa, si ricava

—4Acosx —4Bsinx + Acosx + Bsinax = 6cosx = A=-2, B=0.
Quindi, l'integrale generale dell’equazione proposta sard y(z) = C; cos(2/2) + Cosin(z/2) — 2 cos x.
Imponendo ora le condizioni richieste otteniamo
Ci—2=0Cy+2, Ci=2,
{02/2—01/2, N {02—2.
Pertanto, esiste un’unica soluzione del problema proposto, data da y(z) = 4 cos(x/2) — 2cosz.

Esercizio 4
Effettuando la sostituzione t = vx2 — 2x, da cui dt = 22””7722 dz, t(3) = V/3 e t(4) = V/8, si ricava
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Esercizio 5 .
Tenendo conto che f € C?(IR) possiamo scrivere che, per z — 0, f(z) = f(0) + f/(0)x + fT(O) 2?2 + o(2?).
Quindi, per x # 0 e x — 0, avremo

SO + 1Oz + 520 4 ofa?) +dr _ fO) , [0 +4 , [(0)

F(z) = 2 =2 . 5 +o(1).

Ricordando che, per ipotesi, F' & continua nell’origine, cioe F'(z) — F(0) per x — 0, si ricava innanzitutto
che f(0) = f'(0) + 4 = 0, altrimenti F sarebbe divergente. Pertanto, per z # 0 e  — 0, possiamo riscrivere
F(0) « F(x) = fT(O) +o(l) — fT(O). Tenendo conto, infine, che F(0) = 1, otteniamo anche < 2(0) =1e,
quindi, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per f sard dato da f(z) = —4x + 22 + o(x?), per z — 0.




TEMA C

Esercizio 1
Osservando che log (%) = log (M> = log (1 — n%—g) ~ 2~ —% e che sin (%) ~ %7 otteniamo
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Pertanto, si ricava che il termine generale ¢ definitivamente positivo e, per il criterio del confronto asintotico
con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge se e solo se 6/5 — a > 1, ovvero per « < 1/5.

Esercizio 2
Poiché D = (2,4) U (4 + o0), si ottiene
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Pertanto, le rette z = 2 e = 4 sono asintoti verticali, mentre non c’e¢ asintoto obliquo per z — +oo.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & 922 +1 = 0, che ha come soluzioni A = +i/3. Quindi, I'integrale generale
dell’equazione omogenea € yo(x) = C1 cos(x/3) + Cs sin(z/3). Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo

che una soluzione particolare sara della forma y,(r) = Acosz + Bsinx, da cui y,(r) = —Asinz + Bcosx e
y;)’ () = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione completa, si ricava

—9Acosxz —9Bsinx + Acosx + Bsinx = 8cosx = A=-1, B=0.
Quindi, l'integrale generale dell’equazione proposta sara y(x) = Cy cos(z/3) + Ca sin(z/3) — cos z.
Imponendo ora le condizioni richieste otteniamo

Cr—1=0Cq, Cr=-1,
<~
Co/3=-C1/3—1, Cy=—2.
Pertanto, esiste un’unica soluzione del problema proposto, data da y(x) = — cos(z/3) — 2sin(x/3) — cos z.

Esercizio 4
Effettuando la sostituzione ¢t = /222 — 5z, da cui dt = 2417’5 dx, t(3) = /3 e t(4) = V12, si ricava
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Esercizio 5 .,
Tenendo conto che f € C(R) possiamo scrivere che, per x — 0, f(x) = £(0) + f/(0)z + fT(O) 2?2 + o(x?).
Quindi, per x # 0 e x — 0, avremo
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F(z) = > =3 . 5 +o(1).

Ricordando che, per ipotesi, F' & continua nell’origine, cioe F(x) — F(0) per x — 0, si ricava innanzitutto
che f(0) = f'(0) + 4 = 0, altrimenti F sarebbe divergente. Pertanto, per z # 0 e z — 0, possiamo riscrivere

F(0) «+ F(x) = @ +o(1) — w Tenendo conto, infine, che F'(0) = 1, otteniamo anche f”2(0) =1le,

quindi, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per f sard dato da f(z) = —4x + 22 + o(x?), per  — 0.




TEMA D

Esercizio 1

Osservando che log (Z—ii) =log (%) =log (1 + ﬁ) ~ g ~ % e chesin (35) ~ 3, otteniamo
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Pertanto, si ricava che il termine generale & definitivamente positivo e, per il criterio del confronto asintotico
con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge se e solo se & —4/3 > 1, ovvero per a > 7/3.

Esercizio 2
Poiché D = (1,3) U (3, +00), si ottiene

2+ log(z — 1 log(z — 1
lm f(z) = lim 22208@ =D oy losl@=l) L
rz—1t r—1t -2 r—1+ —2
. . 18+1log?2
1 = lim — 2% =4
L, Jw) = i = = e
lim f(z)= li 20 ow—
1m = 1m = 1m =
z—+00 . zo4ooxr —3 z—+oo r e
2 2
TG I S TR
z—o+oo I T— 400 (x — 3)x z—+o0 22 — 3z
22% + log(z — 1) — 222 + 62 6z
AP () — 20 = D v=3 APz 3

Pertanto, le rette x = 1 e x = 3 sono asintoti verticali, mentre la retta y = 2z + 6 & asintoto obliquo per
Tr — +00.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica associata & 3\2 +27 = 0, che ha come soluzioni A = 3. Quindi, 'integrale generale
dell’equazione omogenea ¢ yo(x) = Cy cos(3z) + Cy sin(3z). Inoltre, dal metodo di somiglianza, otteniamo

che una soluzione particolare sara della forma y,(r) = Acosz + Bsinx, da cui y,(r) = —Asinz + Bcosx e
yz’o’ () = —Acosz — Bsinz. Inserendo nell’equazione completa, si ricava

—3Acosx —3Bsinx +27Acosx + 27Bsinx = 4sinx = A=0, B=1/6.

Quindi, Dintegrale generale dell’equazione proposta sara y(x) = Cy cos(3z) + Cy sin(3z) + § sinz.

Imponendo ora le condizioni richieste otteniamo

012—01-1-\/5/12, — C1=3/24,
3Cy +1/6 = —3Cs +1/12, Cy = —1/72.

Pertanto, esiste un’unica soluzione del problema proposto, data da y(z) = g cos(3z) — 2 sin(3z) + £ sina.

Esercizio 4

Effettuando la sostituzione ¢t = /322 — 2z, da cui dt = 2\/% dz, t(1) = 1 e t(2) = /8, si ricava
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Esercizio 5 .,
Tenendo conto che f € C%(R) possiamo scrivere che, per x — 0, f(x) = £(0) + f/(0)z + fT(O) 2?2 + o(x?).
Quindi, per x # 0 e x — 0, avremo

SO + 1O x+ 5 a? o) +1 =30 fO)+1, [0 -3 ['(0)
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Ricordando che, per ipotesi, F' & continua nell’origine, cioe F(x) — F(0) per x — 0, si ricava innanzitutto
che f(0) +1 = f'(0) — 3 = 0, altrimenti F' sarebbe divergente. Pertanto, per z # 0 e x — 0, possiamo

riscrivere F/(0) < F(z) = @ +o(1) — fNQ(O). Tenendo conto, infine, che F(0) = 0, otteniamo anche

@ =0 e, quindi, lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per f sara dato da f(x) = —1 + 3z + o(x?),
per z — 0.



